Karlhorst Meyer

Teilbarkeiten, Kongruenzen, DioPHANTIsche Gleichungen

Die folgende Abhandlung war friher Teil des Oberseminars im Trainingslager fir die bayerische Mannschaft
bei der Bundesrunde der Mathematik-Olympiaden. Das Seminar wurde 1996 bis 2014 hinsichtlich zahlentheo-
retischer Aufgaben des Bundeswettbewerbs Mathematik und der Mathematik-Olympiade von Begabtenforde-
rung Mathematik e. V. angeboten. Vorarbeiten zum Folgenden hat ROLAND GIRGENSON (1999 bis 2001, unver-
offentlicht) geleistet. Hierflr gilt es zu danken. Diese Abhandlung ubersteigt die Mdglichkeiten eines ,,normalen‘
Unterrichts am Gymnasium.

1. Teiler

Definition 1.1: a = 0 und b seien ganze Zahlen. Man sagt a teilt b, in Zeichen a | b genau dann, wenn es eine
ganze Zahl g mit b = aq gibt. Gibt es eine solche Zahl q nicht, sagt man a teilt b nicht.

Im Folgenden wird die Menge der ganzen Zahlen bezeichnet mit Z= {.... -3, -2,-1,0,1,2,3 ....}. Die
Menge der natirlichen Zahlen sei N = {1, 2, 3, 4, .....}; die Menge der natiirlichen Zahlen samt der Zahl null
sei No={0,1,2,3, ..... }.

Beispiele 1.1: 2| 6, 5| —10, —3 | 12, dagegen: 6 teilt 10 nicht.
Die folgenden Satzchen kdnnen leicht bewiesen werden:

Satz 1.2: Alle verwendeten Buchstaben sind beliebige ganze Zahlen:
a) Mit jedem Teiler einer Zahl a hat man stets auch einen zweiten Teiler dieser Zahl gefunden.

b) Will man alle Teiler einer Zahl a finden, muss man nur solche natirlichen Zahlen n mitn < Ja priifen.
c) Das Teilzeichen ist reflexiv, d. h. a | a fiir alle a. Insbesondere gilt: a | 0 fallsa=0 und 1 | a.

d) Das Teilzeichen ist nicht symmetrisch. Es gilt nicht: a | b = b | a.

e) Das Teilzeichen ist transitiv, d. h.: Ausa | bund b | c folgta | c.

f)  Fir beliebige ¢ = 0 gilt a | b genau dann, wenn ac | bc.

g) Ausab|cfolgtalcund blc.

h) Ausal bund a | cfolgt fiir beliebige ganze Zahlen n und m: almb + nc

i) Ausalbund almb+ c fiir eine ganze Zahl m folgt a | c.

j) Ausalbund alb+1folgt a=1 oder a=-1.

k) Ausalbund cl|d folgtac | bd.

Aufgabe 1.1: a) Weshalb ist die Umkehrung von 1.2g), h) und k) falsch?
b) Beweise 1.2h).
c) Beweise 1.2i).
Ohne Beweis benutzen wir:
Satz 1.3 (Dezimaldarstellung): Zu jeder natirlichen Zahl n gibt es Ziffern (das sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9)ao, ai, ..... ,anmitn € No und an = 0 und a = a,10" + a,.110™* + ... + a;10 + a,10°. Hierfiir schreiben

wir voribergehend a = anan-1 ...... aido.

Beispiel 1.2: 102030 = 1-10° + 0-10* + 2-10% + 0-10% + 3-10 + 0-10°
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Satz 1.4 (einige Teilbarkeitsregeln): a ist durch
a) 2 teilbar genau dann, wenn a gerade ist, also genau dann, wenn ag gerade ist.
b) 3teilbar genau dann, wenn die Quersumme von a durch 3 teilbar ist, also wenn gilt
3| ag+ans+ ... +a1+ao.
c) 4 teilbar genau dann, wenn aiao durch 4 teilbar ist.
d) 5 teilbar genau dann, wenn ap = 0 oder ao = 5 ist.
e) 6 teilbar genau dann, wenn a durch 2 und 3 teilbar ist.
f) 8 teilbar genau dann, wenn azaiao durch 8 teilbar ist.
g) 9 teilbar genau dann, wenn die Quersumme durch 9 teilbar ist.
h) 10 teilbar genau dann, wenn ao = 0 ist.
i) 11 teilbar genau dann, wenn ap—ai; + az—as + .... T an1 ¥ an durch 11 teilbar ist.

Es gibt weitere Teilbarkeitsregeln, die allerdings wesentlich schwieriger sind.
Erinnerung: (a + b)™ heilt Binom fiir beliebige Zahlen a, b und einem natirlichen n.

Ohne Beweis gilt: (a + b)" = (’g) a + (’11) a"1h + (’21) an2b? + - + (nf L) ab™t + (Z) bt (1)

mit (2) =—™ undn=12.. -(n —1)-n, wobei 0 < k < n mit einem natirlichen k.
k!(n—k)!

Beweis zu 1.4i): An Beispielen findet man rasch die Zwischenbehauptung 10" = + 1 mod 11, die man mit (1)
durch vollstdndige Induktion leicht beweisen kann. Hieraus folgt fiir jede natiirliche Zahl n die Behauptung.

Aufgabe 1.2: Beweise die Regeln 1.4b) und g).

Definition 1.5: Eine natirliche Zahl p > 1 hei8t Primzahl, wenn sie nur die natdrlichen Teiler 1 und p besitzt.
Ein Teiler einer Zahl heilst Primteiler, wenn er Primzahl und Teiler der Zahl ist.

Beispiel 1.3: Die ersten elf Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31.
Aufgabe 1.3: Finde alle Primteiler der Zahl 978. Ist 4567 eine Primzahl?
Ohne Beweis verwenden wir:

Satz 1.6 (Eindeutige Primfaktorzerlegung): Jede natiirliche Zahl ist Produkt von Primzahlen. Diese Zerlegung
ist abgesehen von der Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beispiele 1.4: 12 =2.2.3 =223, 48=2.2.2.2.3=2%3, 2310=2-3-5.7-11
Satz 1.7: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:

Man betrachte die ersten n Primzahlen pi<p2< ..... < pn geordnet nach ihrer GréRe und bildet g =pi-p2-... pn.
Dann muss die Zahl g + 1 ein r als kleinsten wesentlichen Teiler haben. Dieses r muss eine Primzahl groRer als
pn sein, weil kein Teiler p; von g nach Satz 1.2j) auch Teiler von g + 1 sein kann. Damit hat man eine weitere
Primzahl gefunden.

Satz 1.8: Fur Primzahlen p, g gelten:
a) p | abgenaudann, wenn plaoder/und p | b.
b) plb und qlbdannundnurdann, wennp-q | b.
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2. Kongruenzen

Satz 2.1 (Division mit Rest): Es seien a und b ganze Zahlen, q eine natirliche Zahl,a=cq+rundb=dqg +s
mit 0 <r<qund 0 <s<q. Dann gilt: r = s genau dann, wenn gilt q |b —a.

Beweis:

1.r=s,alsoa—cq=b-dg,alsob—a=(c—d)qunddamitq | b—a.

2. Ausa=cq+sund b =dg+ rmits und r kleiner als g, also auch 0 < s — r < q und der Annahme q |b —a
folgt b—a=q(d-c)+(s—r);alsoists=r.

Aufgabe 2.1: Berechne rund s aus Satz 2.1 flira=31,b=27und q=4

Definition 2.2: a und b seien ganze Zahlen, m eine nattrliche Zahl (d. h. ungleich null). Man schreibt a = b mod
m oder a = b(m), gesprochen a kongruent b modulo m, genau dann, wennm | a—b.

Definition 2.3: an=a(m)=a: ={b:a=bmod m}={b:b=a-m-nfirallen e Z}={a+ m-nfirallen € Z}

b ist hierbei nicht eindeutig bestimmt, z. B.: 10"=10""1=10""2=.... =10 = 0 mod 10. Es gibt also eine Menge
am von ganzen Zahlen b, die modulo m zu einem gegebenen a gehéren. Man nennt diese Menge die Restklasse
am modulo m. In jeder dieser Restklassen liegt ein b mit kleinstem |o| , d. h. mit [o| < m. Dieses b erhalt man,

wenn man die Division a : m bis auf diesen kleinsten Rest b durchfiihrt.

Aufgabe 2.2: a) Es seiena =31, b =27 und m = 4. Zeigea=bmod mundm | a—b.
b) Finde alle a mit a =3 mod 4.

Aufgabe 2.3: Konstruiere die Restklasse 14 und gib alle weiteren Restklassen fiir m = 4 an.

Satze 2.4:
a) alcec=0mod a.
b) a=amod m (Reflexivitdt des Kongruenzzeichens).
c) a=bmodm < b=amod m (Symmetrie des Kongruenzzeichens).
d) Ausa=bmodmund b=cmodm folgt a=c mod m (Transitivitat des Kongruenzzeichens).
e) Ausa=bmodmund c=dmodm folgta+c=(b+d)modm.
f) Ausa=bmodmund c=dmodm folgta-c = (b-d) mod m.
g) b), c) und d) kann man zusammenfassen: Das Kongruenzzeichen definiert eine Aquivalenzrelation.
h) Ist p(x) ein Polynom mit ganzen Koeffizienten und ¢ = d mod m, so ist p(c) = p(d) mod m.

Aufgabe 2.4: Beweise alle Satze von 2.4 und finde Beispiele fur diese Satze.

Definition 2.5: In der Menge aller Aquivalenzklassen modulo m fiinrt man eine algebraische Struktur ein:
a+b:=a+bunda-b:=ab

Hinweis: In einem kommutativen Ring mit 1 (1 ist das neutrale Element der Multiplikation) gelten alle aus dem
Unterricht bekannten Rechenregeln der Addition und der Multiplikation einschlieBlich Distributivgesetz auler
dem Dividieren.

Satz 2.6: Die Menge R, aller Aquivalenzklassen modulo m bildet einen kommutativen Ring mit der Eins 1.

Aufgabe 2.5: Beweise Satz 2.6.
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Die ,,Division in Rm zeigt Besonderheiten; z. B. gilt 2 - 3 =0 mod 6. Hieraus folgt 2 - 3 = 0, obwohl 2 = 0 und
3 #0. Man sagt Re hat Nullteiler, weil z. B. 2 und 3 die Restklasse 0 teilen. Es gibt deshalb keine Division in Rs
(siehe in Beispiel 2.1 die unterlegten Felder in der Multiplikationstafel von Rse).

Beispiel 2.1: mod 6

0 (1 |2 (3 |4 |5 ablb |1 |2 3 4 5
0 10 |0 |0 |0 |0 |O a
110 |1 |2 |3 |4 |5 1 1 - 5
2 |10 |2 |4 |0 |2 |4 2 2 | 1747 2757 | 4
3 |10 |3 |0 |3 |0 |3 3 3 173757 | - 3
4 10 |4 |2 |0 |4 |2 4 4 | 2797 - 17247 | 2
510 |5 |4 |3 |2 |1 5 5 - 1
Beispiel 2.2: mod 5
o |1 |2 |3 |4 ab |b |1 |2 |3 |4
0 0 0 0 0 0 a
1 0 1 2 3 4 1 1 3 2 4
2 0 2 4 1 3 2 2 1 4 3
3 0 3 1 4 2 3 3 4 1 2
4 0 4 3 2 1 4 4 2 3 1

Aufgabe 2.6: a) Vergleiche die Multiplikationstafeln der Beispiele 2.1 und 2.2:
Was féllt in den Zeilen auf,
was féllt in den Spalten auf,
welche Symmetrien stellt man fest?
b) Weshalb gibt es in Rs keine Division?

Satz 2.7: Wenn a = b ist, gilt a=b mod m fiir alle m aus Z.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht; z. B. Es gilt zwar 6 = 2 mod 4, aber trotzdem ist 6 = 2.

Beispiel 2.3: Beweise: 8007 kann nicht Summe von 3 Quadraten sein.
Beweis: Wegen Satz 2.7 gentigt es 8007 z. b. modulo 8 zu untersuchen: 8007 =7 mod 8.

n | o |1 | 2 |3 | 4 | 5 | 6 | 7
n? | o |1 | 4 |1 | 0 |1 | 4 |1

Man muss nun einige Féalle untersuchen und stellt fest: Die Summe von drei beliebigen Klassen von n?
ist niemals 7.

Beispiel 2.4: Zeige 9" + 1 mit natiirlichem n wird fur kein n von 100 geteilt.

Beweis: Wenn 100 teilen wirde, miisste auch 4 Teiler sein, was aber fir kein n moglich ist, da 9 =1

mod 4 und deshalb 9" + 1= 2 mod 4 gilt und damit 9" + 1 nicht durch 4 teilbar ist.

Definition 2.8: t heil’t gemeinsamer Teiler von a und b, wenn t beide ganzen Zahlen teilt. Da man alle gemein-
samen Teiler zweier Zahlen kennt, wenn man den grof3ten gemeinsamen Teiler, abgekirzt ggT(a,b), kennt,
interessiert man sich fiir ggT(a,b). Haben zwei Zahlen a und b aufer 1 (bzw. — 1) keine weiteren gemeinsamen
Teiler, so nennt man sie teilerfremd und schreibt ggT(a,b) = 1.

Satz 2.9: Aus ax = ac mod m mit ggT(a,m) = 1 folgt x = ¢ mod m.
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Aufgabe 2.7: Beweise Satz 2.9.

3. Satz von EULER — FERMAT!

Es seien a und c teilerfremde natiirliche Zahlen, auRerdem n € N. Will man den Rest von a" bei Division durch
¢ bestimmen und ist n recht groB, so ist es nitzlich, einen Exponenten m zu kennen mit a™ = 1 mod ¢, denn fir n
>m istdann a”=a™a"™ = a"mod c. Auf diese Weise kann man den Exponenten von a oft stark verkleinern und
sich die Aufgabe erleichtern. Nehmen wir einmal an, es gebe einen kleinsten nattirlichen Exponenten m mit a™ =
1 mod c. Dann sind alle natiirlichen Exponenten k mit a“= 1 mod ¢ Vielfache von m, denn wenn man k mit Rest
durch m dividiert, erhalt man k = tm + r, r <m, also ist dann
1=ak=a™"=(ama =a modc.

Da m die kleinste natiirliche Zahl ist mit a" = 1 mod c, kann dies also nur gelten fiir r = 0. Mit dem Satz von
EULER-FERMAT kann man ziemlich leicht ein fur viele Anwendungen geniigend kleines Vielfaches von m erhal-
ten. Hierzu muss zunéchst noch die sogenannte EULERsche ¢g-Funktion eingefiihrt werden:

Definition 3.1: Fur gegebenes n € N sei die EULERsche ¢-Funktion die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen ¢
mit 1<c<n.

Beispiel 3.1: ¢(6) =2 (ndamlich die Zahlen 1 und 5).

Satz 3.2: Ist p Primzahl, so gilt ¢(p) = p—1.
Beweis: Diep—1 Zahlen 1, 2, ..., p—1sind zu p teilerfremd.

Essein = plal pg‘z ...... pdr die Zerlegung einer natiirlichen Zahl n in Primfaktoren, wobei die Faktoren pa,..., pr

Primzahlen sind und ay, ..., ar natirliche Zahlen. Bestimme ¢(n), ausgehend von der Menge {1; 2; .... ; n} mitn
Elementen. Alle Vielfachen von p; sind nicht teilerfremd zu n, dies schliet genau n/p: Zahlen aus. Alle Vielfa-
chen von p sind auch nicht teilerfremd zu n, mussen also auch ausgeschlossen werden usw. Hierbei sind offenbar
einige Zahlen zuviel ausgeschlossen worden, ndmlich z. B. die Vielfachen von pip. einmal zu viel; sie missen

also wieder eingerechnet werden, also Zahlen, ebenso die Vielfachen der anderen Produkte zweier Prim-

P1P2
faktoren. Die Vielfachen der Produkte dreier Primfaktoren sind zundchst dreimal ausgeschlossen, dann wieder
dreimal eingerechnet worden, missen also hochmals ausgeschlossen werden usw. Schlieflich erhélt man:

Satz 3.3:

r
gy=pn-L_ L, 0,0 "y C1fn _
Py Pr P1P2  P1P3 PraPr  P1P2Ps3 P1Ps---Pr

i)

Satz 3.4 von EULER — FERMAT: Es seien a und c teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann gilt a’®© =1mod c.

Beweis:
Esseiendy, ..., dgc die zu c teilerfremden Zahlenin {1, ..., c}. Dann sind auch die Zahlen ady, ..., ad 4 teilerfremd
zu ¢ und haben paarweise verschiedene Reste bei Division durch c;

! LEONHARD EULER *15. 4. 1707 Basel, 118. 9. 1783 (gregorianisch) St. Petersburg
PIERRE DE FERMAT *1607, 1T 12. 1. 1665 in Castres
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denn sind k und m Indices mit adx = adn mod c, folgt ¢ | a(dk — dm) und ¢ | dk — dm und dx = dm, da a und c

teilerfremd sind. Daher haben auch adj, ..., adgc alle moglichen Reste bei Division durch c, die bei zu c teiler-
fremden Zahlen auftreten kdnnen, somit ist

di....dgc) = ads...ady) mod ¢ =
di....dge) = a%9d;...d 4y mod ¢ =
cl @ - 1) dy...dyy = cl(@*-1) = a%9=1modc
Beispiel 3.2: Welchen Rest hat 153371%3% pei Division durch 6?
Losung: 15337 ist teilerfremd zu 6, also ist 15337¢® = 1 mod 6. Wegen ¢(6) = 2 ist 15337? = 1 mod 6,
also auch 153371%33% =1 mod 6.
Beispiel 3.3: Zeige 7 | 2222555 + 55552222,

Losung:
Es ist 2222 = 3 mod 7, 5555 = 4 mod 7, weiter ist ¢(7) =6, 2222 =2mod 6 und 5555 =5 mod 6.
Damit folgt 222255% + 55552222 = 35555 4 42222 = 39256 +5 4 93706 +2 = 35 4+ 42 = 259 = 0 mod 7.

4. EUKLIDischer? Algorithmus

Zur Bestimmung des gréfiten gemeinsamen Teilers zweier nicht negativen ganzen Zahlen zerlegt man oft diese
in Primfaktoren und sieht nach, welche Faktoren bei beiden Zahlen vorkommen. Man kann den grofiten gemein-
samen Teiler aber auch ohne Primfaktorzerlegung bestimmen:

Beispiel 4.1: Gesucht wird ggT (525, 231):

1. Losung: oder 2. Lodsung:
525=2.231+ 63 525-2.231= 63
231 =363+ 42 231 -363=42
63= 142 +21 63-42= 21
42=221+0 42— 221=0
21 = ggT (525, 231)

oder:
3. Ldsung
525 =2.231 +63 =

=2-(3-63 +42) +63=

=2(3321+221)+321=

=211.21 +321= also 231=11-21

=2521 deshalb ist ggT(525, 231) = 21

Allgemein: Flr die natrlichen Zahlen a und b wird der ggT(a, b) gesucht. Da trivial ggT(a,a) = a ist, kann ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit a > b angenommen werden. Fir alle natlrlichen s mit sb < a gilt: t ist gemein-
samer Teiler von a und b genau dann, wenn t |a—sb und t | b. Bei diesem Reduktionsschritt bleibt auch der
groBte gemeinsame Teiler unverdndert, nur die zu betrachtenden Zahlen werden Kleiner. Diese Reduktion setzt
man so lange fort, bis eine der jeweils beteiligten Zahlen 0 ist. Da dann ggT(a, b) = ggT(x, 0) = x ist, hat man
damit ggT(a, b) gefunden.

Man kann Beispiel 4.1 auch noch anders interpretieren:

2 EUKLID VON ALEXANDRIA * um 300 v. Chr.
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Beispiel 4.1 Fortsetzung (so genannter erweiterter EUKLIDischer Algorihmus):
Die 4. Lésung erhélt man, wenn man die 2. Rechnung von unten nach oben liest:
21=63-42=

=63-(231-363) =

=63+ 3-63 -231=

=463 -231=

=4.(525-2-231) - 231 =

=4.525 — 9.231

Damit hat man den folgenden Satz gefunden:
Satz 4.1: Fur alle natlrlichen Zahlen a und b gibt es ganze Zahlen k und m so, dass ka + mb = ggT(a, b) ist.

Satz 4.2: Es seien a, b teilerfremde natlirliche Zahlen. Dann gibt es eine Zahl k € Z mitka = 1 mod b.

Beweis:
1. Madglichkeit: Da a und b teilerfremd sind, gibt es nach Satz 4.1 ganzzahlige Vielfache ka und km mit
ka+ mb =ggT(a, b) = 1. Dann ist aber ka=1 mod b.

2. Moglichkeit: Nach dem Satz von EULER-FERMAT ist mit k: = a#®)-! auch ka = a®® = 1 mod b.

Beispiel 4.2: Bestimme die kleinste natiirliche Zahl, die auf 1986 endet und durch 1987 teilbar ist.

Losung:

Die Zahl hat die Darstellung 10000x + 1986 mit x € No. Gilt 1987 | 10000x + 1986, gibt es n € N mit
1987n = 10000x + 1986 bzw. 10000x — 1987(n — 1) = 1.

Bestimmen wir zundchst einmal mit dem euklidischen Algorithmus das ggT(10000, 1987):

10 000 = 1987-5 + 65 (1)
1987 = 65-30 + 37 2)
65=237-1+28 (3)

37=281+9 (4)

28=93+1 (%)

9=91+0,d.h.ggT(10000, 1987) =1

Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus erhélt man hieraus (Vorsicht: Die markierten Zahlen
haben hier eine andere Bedeutung als oben):
1=28-93=

=(37-9)-93=37-94=

=37-(37-28)4=-373+284=

=-373+(65-37)4=654-37-7=

= 65-4 — (1987 — 65-30)-7 = 65-214 — 1987-7 =

= (10 000 — 5-1987)-214 — 1987-7 = 10 000-214 — 1987-1077.

Zum Verfahren:

Man beginnt bei (5) und arbeitet sich ,,nach oben* durch. Jeweils die fetten Zahlen werden im néchsten
Schritt durch die vorhergehende Gleichung mit dem Ziel ersetzt, die Zahlen immer gréRer werden
zu lassen. Also ist x = 214 und n = 1078. Die Zahl lautet 2141986.

Mathematikinformation Nr. 68



10

5. DIOPHANTIsche® Gleichungen

Eine Gleichung z. B. in den Unbekannten x und y lautet ax + my = b mit Zahlen a, b und m mit
a’>+m? #0. 1)
Alle ihre Ldsungen (x | y) stellt man z. B. dar als {(x | y) undy = b;ﬂ fiir alle x} falls m = 0. Ansonsten

wahlt man eine analoge Beziehung mit y als Parameter; dies ist wegen (1) mdglich. Die gegebene Gleichung
definiert in einem Koordinatensystem in x und y eine Gerade, hat also flr jedes reelle x oder y einen Punkt.

Dgg:
DiorHANTIsche Gleichungen sind lineare Gleichungen in mehreren Unbekannten mit ganzzahligen Parametern;
man sucht ganzzahlige Lésungen fir die Gleichung. Im einfachsten Fall hat man fiir m = 0 die Gleichung

ax + my = b oder — falls auch m = £1 — die Beziehung ax = b mod m.

Satz 5.1: Fir die natlrliche Zahl m = 1 und ganze Zahlen a und b hat ax = b mod m oder ax + my = b genau dann
ganzzahlige Lésungen (x | y), wenn ggT(a,m) | b gilt.

Beweis:

1.ggT(am) | b:

1a) Ist ggT(a,m) = 1, dann hat ax = b mod m nach Satz 4.1 ganzzahlige Lésungen; es gibt eine ganze Zahl d aus
der Restklasse b mit d = ac. Damit ist ax = ac mod m und wegen ggT(a,m) = 1 kann Satz 2.9 angewendet werden
und es gilt x =c mod m.

1b) Ist ggT(a,m) =e> 1 und e | b, also gibt es ein b’ mit b = eb’; wegen ggT(a,m) = e gibt es a” und m’ mit
a =ea’und m = em’. Damit folgt aus ax = b mod m die Kongruenz a’x=5"mod m’ mit ggT(a’,m’) =1 und man
fahrt nach 1) mit der Konstruktion der Ldsung fort.

2. Die Gleichung ax + my = b mit e = ggT(a,m) hat eine ganzzahlige Lésung (x| y):
Es gibt dann ein ganzes k so, dass ax + my = ke = b. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung muss dann
e | b gelten.

Beispiel 5.1: 3x + 5y =2 mit ggT(3,5) =1

3x=2mod 5

3x =12 mod 5, wegen ggT(3,5) = 1 folgt:
x=4mod 5
x =5k + 4 fir alle ganzen k, d. h.

By =2-3x=2-15k—12 =10 — 15k oder
y=-2-3k
L = {(5k + 4|— 2 — 3K) fiir alle ganzen k}.

Beispiel 5.2: 6x + 10y = 4 mit ggT(6,10) = 2 | 4; deshalb bekommt man
3x+ 5y=2mitggT(3,5) =1
Die weitere Losung geschieht wie bei Beispiel 1.

Reduktionsverfahren von EULER:
Beispiel 5.3: Bestimme alle ganzzahligen Ldsungen von 179x + 234y = 251

3 DIOPHANTOS VON ALEXANDRIA * zwischen 150 v. Chr. bis 364 n. Chr.

Mathematikinformation Nr. 68



11

Losung:
Divisionsalgorithmus Reduktionsverfahren nach EULER
234 =179 + 55 fuhrtzu = ‘o —234y+251 _ (=179 —55)y + (179 +55) also
179 179
X=-y+1l+u 1)
mit u :=ﬂ+72 aquivalent zu:
—179u =55y — 72 &quivalent zu:
179 = 3:55 + 14 fihrt zu = —179u+72 —(3-55+14)u+(55+17)
y= = also
55 55
y=3u+1l+v (2
. -14u+17 , .
mit v.=———— &quivalent zu:
55
14u—-17 =-55v  &quivalent zu:
55=3.14 + 13 fihrtzu = U —55v+17 _ -4.14v+14 +v+3 also
14 14
=—4v+l+k 3)
. v+3 .
mit w:=—— d&quivalent zu:
14
v+3=14w  &quivalent zu
v=-3+ 14w (4)
14=13 +1 (4) eingesetzt in (3) gibt:
13=1-13 + 0 folgt u=-4(-3+14w) + 1+ walso
ggT(179, 234) = 1; damit ist | u =13 — 55w (5)
die Losungsmenge L nicht | (4) und (5) eingesetzt in (2):
leer. y=-3(13-55w) +1 + (- 3 + 14w) also
y=-41+179w (6)
(5) und (6) eingesetzt in (1):
X=—(—-41+179w) + 1 + (13 — 55w) also
X =55 — 234w
Probe 179(55 - 234w) + 234(- 41 + 179w) = 251
Ergebnis nach (5) und (6) L={(x | y) = (65 — 234w | — 41 + 179w fiir alle ganzen w]

Hinweis: | hat in der Mathematik mindestens zwei Verwendungsmdglichkeiten:
a) a | b bedeutet a teilt b
b) (x|y) sind ein Paar, z. B. Koordinaten.

Aufgabe 5.1: Finde alle Lésungen von 411x + 379y = 371

6. LOosungen

Aufgabe 1.1:
a) Man bildet formal eine Umkehrung U und sucht ein Beispiel, das zeigt, dass die Umkehrung U nicht
existiert:
U2.19): Aus a lcundb|c folgt ab | ¢, ist falsch, weil es ein Gegenbeispiel gibt:
6 | 12und 4 |12, aber 6 - 4 = 24 teilt 12 nicht.
U2.1h): Aus a | mb + nc folgt a | cunda | cist falsch, weil es ein Gegenbeispiel gibt:
5 | 1.2 + 1. 3, aber 5 teilt weder 2 noch 3.
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U2.1k): Aus ac |bd folgt albund c|d ist falsch, weil es ein Gegenbeispiel gibt:
6 -15 | 18 -10, aber 6 teilt zwar 18 aber 15 nicht 10.

b) Ausa |balsoa-b;=bundalcalsoa-c;=c folgt mb + nc = mab, + nac,; = a(mb, + nc,) folgt
a ‘ mb + nc.

c) a |bundal|mb+c folgt nach Satz 1.1h): al(=m)b+1-(mb +¢) = alc.

Aufgabe 1.2: Beweis zu den Aufgaben 1.4b) und 1.49):
Aus Satz 1.2h) folgt: Teilt ¢c zwei Zahlen, so teilt ¢ auch deren Summe oder Differenz.
Ausa =Y} ;a,10%und 10=9 + 1,100 =99 + 1, 1000 = 999 + 1 usw. folgt:
a=ay+a;(9+1)+a,(99+1) +az(999 + 1) + ... +a,(99999 ..9 + 1) =

=9.z4q mitq = ay+a, +a,+az;+...+a, mt z=a, +11a, + -+ 111 .. 1a,
9-z ist durch 3 und 9 teilbar. Wenn 3 oder 9 Teiler von a ist, dann auch von g = a—9-z. Wenn 3 oder 9 Teiler
von q ist, dann auchvona=9-z + q.

Aufgabe 1.3:

a) Nach 1.4a) gilt 2| 978 und nach 1.4b) gilt 3| 978, weil 3| 24. Nach 1.4e folgt hieraus 6 | 978 = 6 - 163. Deshalb
muss man nach Satz 1.2b) nur noch die Teiler von 163 finden. Da /163 = 12,7.., muss man nur noch Teiler bis
12 untersuchen. 163 ist ungerade und deshalb nach Satz 1.4a durch 2, 4, 8, 10 und 12 nicht teilbar. Man muss
also nun noch untersuchen, ob 5, 7 oder 9 Teiler sein kénnen:

Nach Satz 1.4h) scheidet 5 als Teiler aus.

Nach Satz 1.4g) scheidet 9 als Teiler aus, weil die Quersumme von 163 den Wert 10 hat. 7 ist kein Teiler, weil
163:7 = 23,2.. betrégt. 163 ist demnach Primzahl und 978 = 2-3-163. 978 hat also drei Primteiler.

b) Nach Satz 1.2b) untersucht man die Primteiler bis V4567 = 67,5.. also bis 67; dies ist eine Primzahl. Da die
Quersumme der ungeraden Zahl 4567 den Wert 22 hat, erkennt man, auch anhand der letzten Ziffer, dass 2, 3
und 5 keine Primteiler sein kdnnen.

Man muss noch mehrere Divisionen 4567 : a = b fur Primzahlen a durchfiihren; stellt es sich heraus, dass kein b
eine ganze Zahl ist, dann ist 4567 selbst prim. Man findet die folgenden Ergebnisse:

a 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41

b 652,4.. | 415,1.. | 351,3.. | 268,6.. | 240,3.. | 198,5.. | 157.4.. | 147,3.. | 123,4.. | 111,3..
a 43 47 53 59 61 67

b 106,2.. | 97,1.. | 86,1.. | 77,4.. | 74,8.. | 68,1..

Aufgabe 2.1:

Da31=7-4+3und27=6-4+3sind, giltr=s=3.

Aufgabe 2.2:
a)31=3mod 4=27,also gilt 31 =27 mod 4 und 4 | 31 -27=4.
b)....—4,-1,3,7, 11,15, 19,23, 27, 31, .... Genauer: 34 = {4k + 3 fiir alle k € Z}

Aufgabe 2.3:
Die Division durch 4 hat die Reste 0, 1, 2 oder 3; deshalb gibt es die Restklassen
0= {4k mitk € Z}, 1={4k + 1 mitk € Z3},

2={4k +2mitk € Z} und 3={4k + 3mitk € Z}.

Aufgabe 2.4:

a) Aus a c folgt a |c — 0 und mit Definition 2.2 gilt: ¢ = 0 mod a. Umgekehrt ist Letzteres nach Definition 2.2
&quivalent mit a lc-0=c.

b) Jede Zahl m = 0 teilt 0 = a — a, was nach Definition 2.2 &quivalent mit a = a mod m ist.
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c) Nach Definition 2.2 ist a = b mod m dquivalent zu m |a— b, was aquivalent zu m = (@a—b)=b —aistund
damit abermals nach Definition 2.2 dquivalent zu b = a mod m.

d) Nach Definition 2.2 folgt aus a = b mod m, dass m | a-b. (D)
Nach Definition 2.2 folgt aus b = ¢ mod m, dass m | b-c 2)
Aus (1) und (2) folgt nach Satz 1.2h) m | (a-b)+(b—-c)= a-calsoa=cmodm.

e) Nach Definition 2.2 folgt aus a = b mod m, dass m | a-b. ?3)
Nach Definition 2.2 folgt aus ¢ = d mod m, dass m | ¢ - d. 4

Aus (3) und (4) folgt nach Satz 1.2h) m | (a-b)+x(c-d)=(axc)-(b+d)alsoa+c=(b+d)modm.

f) Aus a=b mod m und ¢ = d mod m folgt m | a—bundm | ¢c—d. Mit den Satzen 1.2f) und g) folgt

m | ca—cbundm | bc - bd und mit Satz 1.2h) m | ca—ch+bc—bd=ac—bd, also ac=hbdmodm.

g) ist eine Definition.

h) Es sei p(x) = X1, a; x*. Firr alle i aus ¢ = d mod m mit Satz 2.4f): aic'=a;d' mod m. So erhalt man aus Satz
2.4e): p(c) = p(d) mod m.

Beispiele:

a)3 |12 also3 -4 =12 also 12 = 0 mod 3; umgekehrt 12 = 0 mod 3 hat zur Folge 12 =3 -4 + 0, also 3 | 12.
b) 3 = 3 mod 4 bedeutet 3 | 3-0 = 3.

c) 3=7 mod 4, also 4 |3-7=—4.Dannistauch 4 | 7 -3 wahr und damit 7 = 3 mod 4.

d) Aus3=7mod 4 und 7 = 15 mod 4 folgt 4 | 3-7=-4und4 | 7-15=—8. Hieraus folgt nach Satz 1.2h)
4| -8+(-4)=-12=3-15,als0o3 =15 mod 3.

e)7=3mod 4 und6=2mod 4 folgt 4|7 —3und 4 |6—2unddamit4 |(7-3)+(6-2)= (7+6)—(3+2),
also 7+ 6 = (3 + 2) mod 4 nach Satz 1.2h).

f) Aus 7 = 3 mod 4 und 10 = 2 mod 4 folgt:
70=7-10=3-2=6=2mod 4, weil 70=4-17+2und6=4-1+2

h) Es seien p(x) = 3x% + 4x — 1 und 7 = 1 mod 3; dann gilt: p(7) =3-72 4+ 4-7 —1 =174 =0mod 3 und
p(1) =3+4+4—1=6=0mod 3, also p(7) = p(1) mod 3.

Aufgabe 2.5:

Da die Addition wie auch die Multiplikation von Restklassen auf die Addition und die Multiplikation der die
Klasse definierenden Zahlen zuriickgefiihrt wird, gelten die Rechengesetze der Zahlen. Man muss also nur
noch die Existenzen der Null und der Eins bzw. der Inversen nachweisen:

Nach Definition 2.5 gelten: 0 +a=0+a=a+0=aund damitauch0+a=a+0=a flralle a.
l-a=l-a=a-l=a=a-1=a-1firallea.

Zu jedem a gibt es ein —a mita + —a =a + (—a) = a — a = 0. Hierfir schreibt man auch a — a = 0; man be-
kommt damit auch die dazugehdrigen Vorzeichenregeln.

Die Existenz eines Inversen der Multiplikation, also die Existenz einer Division kann man wegen Beispiel 2.1
nicht nachweisen.

Aufgabe 2.6:

a) Bei Beispiel 2.1 kommen in der Multiplikationstafel alle Restklassen nur in der zweiten und letzten Zeile vor.
Manche ,,Divisionen“ sind anhand der Multiplikationstafel gar nicht vorhanden oder nicht eindeutig. Wohinge-
gen in Beispiel 2.2 bei der Multiplikationstafel — abgesehen von der ersten Zeile — in jeder weiteren alle Rest-
klassen zu finden sind. Alle Multiplikationstabellen sind wegen des Kommutativgesetzes symmetrisch zu ihrer
Hauptdiagonalen (von oben links nach unten rechts) und deshalb gilt die vorher beschriebene Eigenschaft fiir
Zeilen entsprechend fiir Spalten.

b) In Beispiel 2.2 gibt es eine Division; man kann zeigen, dass dies in Restklassenringen immer so ist, falls der
Modul eine Primzahl ist. In Beispiel 2.1 zeigt die ,,Divisionstabelle* Locher und viele Mehrdeutigkeiten wegen
der vorhandenen Nullteiler bei 2-3 =3-4 = 0; 2, 3 und 4 kdnnen keine Divisoren sein.

Aufgabe 2.7:
Aus ax = ac mod m folgt nach Def. 2.2 die Giiltigkeit von m | ax—ac= a(x — c¢). Weil nach Voraussetzung a
und m teilerfremd sind, folgt hieraus x = ¢ mod m. Man kann also in einem solchen Fall mit a dividieren.
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Aufgabe 5.1:

Wir suchen die Lésungen von 379y + 411x = 371:

14

Divisionsalgorithmus Reduktionsverfahren nach EULER
411 =379 + 32 = |y= —41;’7‘;371 - <‘379‘3327>;‘+379‘8 =—x+1+u mit (6]
u=""2 — —379u=32x+8 )
379-11.32+27 = | x= 0 (‘“'323‘227)”_8 = —11u + v mit
v=$ —32v= —27u—8 ©)
32=1. ﬂ + 5: = — —-32v-8 — (-27-5)v-8 =—p+w mit
27 27
w= ‘52”7‘8 = 27w=-5v-8 4)
27=55+2 = |p=2B OSSN gy 14k mit
5 5
=222 =5k= —2w—3 (5)
5 =22+1 — W= —5k=3 _ (-22-1)k-2-1 = —2k —1+s mit
2 2
s=—— —2s=—k-1 = k=-2s—1 )
2 =21+0 = | (6)in(5)ergibt: 5(-2s —1) = 2w —3,d. h.; w=5s+1
ggT(379, 411) = 1 und damit eingesetztin (4): 27(5s +1) = —=5v—8d. h.. v =-27s -7
ist die Losungsmenge L = & eingesetzt in (3): 32(—27s —7) = —27u—8d. h..u =325+ 8 ©)
eingesetzt in (2): —379(32s +8) =32x+8d.h.. x = —379s — 95
eingesetztin (1) mit (7): y =379s + 95+ 1+ 32s + 8 = 411s + 104
Probe 379(411s + 104) + 411(—379s — 95) = 371
Losungsmenge {(x|y) = (-379s — 95 | 411s + 104) fiir alle s € Z}
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