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Peter Junglas

Neue Wege in der Modellierung — durch neue Mathematik!

Die Simulation natiirlicher oder technischer Systeme ist ein beliebtes Werkzeug auch in der Schule, mit dem man
anhand vielfdltiger Anwendungen zeigen kann, wie technische, physikalische und mathematische Gesetzmifig-
keiten in der Praxis zusammenkommen. In neueren, auf “Physical Modeling” basierenden Simulationsprogram-
men werden Modelle einfach dadurch erstellt, dass die benotigten Bauteile (Massen, Federn, Widerstiande, Rohre,
Hydraulikzylinder) in einer graphischen Umgebung einer Bibliothek entnommen, mit geeigneten Parametern ver-
sehen und miteinander verbunden werden. Diese Vorgehensweise wurde moglich aufgrund neuer Methoden zur
Vereinfachung komplexer Gleichungssysteme, die auf graphischen Algorithmen basieren. Wie sie funktionieren,
wird anhand eines einfachen Schwingersystems explizit vorgefiihrt. Dabei ist zum Versténdnis der grundlegenden
Verfahren Schulmathematik ausreichend.

1. Simulation in der Schule

Simulationsverfahren sind nicht nur ein wichtiges Hilfsmittel in der Forschung und Entwicklung, sondern auch
im Schulunterricht in vielfiltiger Weise einsetzbar. Zwar benotigt man zum vertieften Verstéindnis Kenntnisse aus
der Mathematik, der Informatik und dem untersuchten Anwendungsbereich — meistens den Natur- oder Ingenieur-
wissenschaften, aber auch etwa der Okonomie; man hat aber je nach Vorwissen oder Lernziel die Moglichkeit, das
Anforderungsniveau in weiten Grenzen zu wihlen: von einfacher Algebra bis zu Differenzialgleichungen, von
einer fertigen Simulationsumgebung bis zur eigenen Programmierung, vom Ohmschen Gesetz bis zu komplexen
technischen Systemen.

Diese Auswahl erfordert natiirlich didaktisches Gespiir, was leider selbst bei Entwicklern von Abituraufgaben
nicht automatisch vorausgesetzt werden kann. So zeigen die in [1] und [2] vorgestellten Beispiele, wie man im
Grunde simple mathematische Probleme mit einer dicken “Anwendungssofie” zukleistern kann. Damit wird we-
der Versténdnis fiir die Mathematik noch fiir die Anwendung gefordert. Dabei sind einige der dort untersuchten
Verfahren nicht einmal wirklich praxisrelevant, sondern miihsam konstruiert, wihrend die tatsidchlich praktisch
verwendeten Methoden fiir den Schulunterricht zu schwer sind. Ist also die verwendete Mathematik der eigentli-
che Lerninhalt, miissen Beispiele und Simulationsmethoden sehr sorgfiltig darauthin ausgewihlt werden.

Ist man dagegen eher an der Untersuchung der Anwendung interessiert, etwa in der Physik, kann man Simu-
lationen zunidchst als “Black Box” im Sinne virtueller Experimente einsetzen, die reale Experimente ergiinzen
[3]. Untersucht man anschlieend, wie die Simulationen zu ihren Ergebnissen kommen, kann man ein vertieftes
Verstindnis auch fiir die eingesetzten mathematischen Methoden zu erreichen versuchen.

Ausgehend von dieser Idee soll im Folgenden anhand eines einfachen Feder-Masse-Systems dargestellt werden,
wie aktuelle, auf “Physical Modeling” basierende Simulationsprogramme [4] grundsitzlich funktionieren. Sie
erlauben das Erstellen komplexer Modelle in einer graphischen Oberfliache, indem die benétigten Bauteile einer
Bibliothek entnommen und miteinander verbunden werden. Die Programme erstellen daraus automatisch die Be-
wegungsgleichungen und 16sen sie. Dabei konnen auch verschiedene physikalische Bereiche (etwa Mechanik,
Elektrizititslehre, Stromungslehre, Thermodynamik) miteinander gekoppelt werden. Thr eigentlicher Anwen-
dungsbereich sind zeitabhéngige, kontinuierliche Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden (also z. B. keine
elektromagnetischen Felder), aber verschiedene Erweiterungen erlauben auch weitergehende Modelle.

! Ausarbeitung eines Vortrags, gehalten auf dem “19. Forum fiir Begabungsforderung in Mathematik” an der Fachhochschule Siidwestfalen
in Soest, 17. - 19. Mirz 2016.
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Neben “klassischen” Verfahren zur Lésung von Differenzialgleichungen kommen hier graphentheoretische Ver-
fahren zum Einsatz, die sich auch ohne tiefere Mathematik-Vorkenntnisse verstehen lassen. Die Darstellung folgt
der aus [5], das Verweise auf die Originalliteratur enthélt und auch etwas fortgeschrittenere Probleme diskutiert.
Eine tiefergehende mathematische Behandlung findet man in [6].

2. Simulation mit Signalflussdiagrammen

In der weit verbreiteten Signalflussmethode werden Modelle aus Komponenten zusammengesetzt, die festgeleg-
te Ein- und Ausginge fiir zeitabhingige Signalwerte haben. Umfangreiche Block-Bibliotheken erlauben u. a. die
Nachbildung beliebiger algebraischer Zusammenhénge. Ein besonders wichtiger Baustein ist der Integratorblock,
mit dessen Hilfe beliebige (gewohnliche) Differenzialgleichungen nachgebildet werden. Weit verbreitete Simu-
lationsprogramme dieser Kategorie sind Matlab/Simulink [7] von der Firma Mathworks und die Open-Source-
Alternative Scilab/Xcos [8].

O

Abbildung 1: einfaches Feder-Masse-System Abbildung 2: Simulink-Modell

[ ]

Zur Nachbildung eines einfachen Feder-Masse-Systems (Abb. 1) muss man also zunidchst dessen Differenzi-
algleichung aufstellen, was in der Schule schon eine recht hohe Hiirde bedeutet — erst recht bei komplexeren
Systemen. Im Beispiel erhilt man die bekannte Schwingungsgleichung

mi+cx=0. (1

Wie sie sich etwa in Simulink nachbilden ldsst, zeigt Abb. 2. Auch ohne Simulink-Kenntnisse sieht man, dass sich
die physikalischen Komponenten “Masse” und “Feder” in diesem Modell nicht wiederfinden lassen. Stattdessen
reproduziert die Software daraus die Differenzialgleichung incl. der als Parameter gegebenen Anfangsbedingun-
gen und 16st sie mit Standardverfahren. Diese sind zwar hoch komplex, ihre Grundidee lédsst sich aber auf das
einfache Euler-Verfahren zuriickfiihren, das durchaus auch in der Schule behandelt werden kann.

3.  Simulation mit Physical Modeling

Die Modellierung mit Signalflussdiagrammen ist in den ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen ein weit ver-
breitetes Verfahren. Es hat aber einen gravierenden Nachteil: Das Modell spiegelt nur die mathematische Struktur
des Systems wider, aber nicht seinen Aufbau aus physikalischen Komponenten.

Die Methode des “Physical Modeling” ist entwickelt worden, um das zu
andern: Sie erlaubt die Nachbildung eines physikalischen Systems aus
Bausteinen, die Massen, Federn, Widerstidnden, Spulen, Pumpen, Venti-
len usw. entsprechen. Die Verbindungen der Komponenten bilden nicht
Signalwege nach, sondern Flansche, Kabel oder Schlduche. Der Ver-
gleich von Abb. 1 mit dem korrespondierenden MapleSim-Modell (Abb. Abbildung 3: MapleSim-Modell

3) macht dies deutlich.

Entsprechende Simulationsprogramme sind inzwischen weitgehend ausgereift und werden in der Praxis einge-
setzt, z. B. Dymola [9] von Dassault Systemes oder MapleSim [10] von Maplesoft. Mit OpenModelica [11] ist
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auch hier eine Open-Source-Variante verfiigbar. Dabei sind diese Programme in weiten Teilen kompatibel, weil
sie alle auf der objektorientierten Modellierungssprache Modelica [4] basieren und die meisten Komponenten der
umfangreichen freien Modelica-Bibliothek zur Verfiigung stellen. Damit sind komplexe Anwendungen moglich
wie etwa ein Fahrzeug-Triebstrang incl. Fahrermodell, eine Roboter-Steuerung oder ein Wirmetauscher [5].

4. Automatische Generierung der Bewegungsgleichungen

Mit Hilfe der Physical-Modeling-Methode kann man die Eigenschaften auch komplexerer Systeme “black-box”-
artig untersuchen, etwa im Physikunterricht oder in technischen Fichern. Die spannende Frage ist aber natiirlich:
Wie funktioniert das? Woher kommen die benétigten Gleichungen und wie werden sie gelost? Um das zu verste-
hen, miissen wir drei Details eines Modells genauer betrachten:

1. die Anschliisse an einem Baustein,
2. die Bausteine selbst,
3. die Verbindungen zwischen den Bausteinen.

Ein Baustein hat einen oder mehrere Anschliisse, die gleichen oder verschiedenen physikalischen Bereichen
zugeordnet sind: Eine Feder-Komponente hat zwei mechanische Anschliisse, ein Kondensator zwei elektrische,
ein Hydraulikzylinder einen hydraulischen und einen mechanischen. An jedem Anschluss sind je nach Typ eine
feste Anzahl physikalischer GroBen vordefiniert, im hier betrachteten einfachsten Fall jeweils zwei. Bei einem
mechanischen Anschluss sind das der Ort s des Anschlusspunkts und die Kraft f, die auf ihn wirkt, bei einem
elektrischen Anschluss die Spannung u und die Stromstérke i, bei einem hydraulischen der Druck p und der
Volumenstrom q. Die Bezeichnung der GroBen folgt hier der in Modelica, was gelegentlich von der in der Physik
tiblichen abweicht.

Die Variablen werden nun in zwei verschiedene Typen unterteilt: die Flussvariablen, die oft die Zeitableitung
einer erhaltenen GrofBe sind, und die Potenzialvariablen, die hdufig um eine Konstante verschiebbar sind. An
jedem Anschluss sind immer gleich viele Variable jeden Typs definiert, im einfachsten Fall also je eine. Diese
Definitionen sind in der Bibliothek festgelegt und kénnen einfach nachgesehen werden; es ist aber physikalisch
lehrreich, sich das selbst zu iiberlegen: Bei elektrischen Anschliissen gilt klarerweise

i=0,

die Stromstirke ist die zeitliche Anderung der Ladung, welche selbst eine erhaltene GroBe ist. Daher ist i hier
die FlussgroBe. Auch das andere Kriterium passt gut: Man kann zu allen Spannungswerten eine feste Konstante
addieren, ohne das Systemverhalten dadurch zu verdndern; u ist also eine Potenzialgrofie. Auch bei der Hydraulik
ist das recht klar, es gilt ja

q=V

und das Volumen ist, wegen der konstanten Dichte des Ols und der Massenerhaltung, eine erhaltene Grofe.
AuBerdem kann man den Druck in vielen Anwendungen — nicht in allen! — iiberall um eine Konstante erhdhen,
da das Verhalten der meisten Bausteine nur von Druckdifferenzen abhingt. In der Mechanik ist die Kraft die
Flussgrofle, wegen

f=p

und der Impulserhaltung (p ist hier der Impuls, nicht der Druck!). Und eine Anderung aller Orte um eine Konstan-
te bedeutet ja nur eine Verschiebung des Koordinatenursprungs. Die folgende Tabelle zeigt die Anschlussgrof3en
einiger Physikbereiche im Uberblick:
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Physikbereich Flussgrofie PotenzialgroBe
1d-Mechanik, translatorisch ~ Kraft f Orts
1d-Mechanik, rotatorisch Moment tau Winkel phi
Elektrizititslehre Stromstarke i Spannung u
Wirmetransfer Wirmeleistung Q_flow  Temperatur T
Hydraulik Volumenstrom q Druck p

Eine Flussgrofie hat anschaulich eine Flussrichtung, daher muss ihr Vorzeichen festgelegt werden. Dazu definiert
man generell, dass eine Flussgrofle positiv ist, wenn der Fluss in den Baustein hineingeht.

Die Bausteine haben nun die durch ihre Anschliisse definierten Variablen sowie ggf. interne weitere Hilfsvaria-
blen. Fiir jeden Baustein sind Gleichungen zwischen diesen Grofen festgelegt, wobei fiir jedes Paar aus Fluss-
und Potenzialgrofe eine Gleichung definiert werden muss (nicht zwingend zwischen den beiden Gréen) sowie
eine weitere Gleichung fiir jede interne Variable. Dariiber hinaus konnen Komponenten Parameter definieren, die
wihrend der Simulation konstant sind, etwa die Grof3e der Masse oder die Federkonstante.

Fiir unser Feder-Masse-Beispiel brauchen wir drei Bausteine (Abb. 4):

e Die Masse enthilt neben den vier AnschlussgroBen noch eine Hilfsvariable v und hat einen Parameter m.
Betrachtet man sie vereinfacht als Massenpunkt, lauten ihre drei Gleichungen

51 =
vV = S
mv = fit+f

e Die Feder hat einen Parameter c fiir die Federkonstante und die zwei Gleichungen

fi+f = 0

= cls2—s1)

e Eine Einspannung ist notig, um das eine Ende der Feder zu fixieren. Ihre einzige Gleichung ist

S1 = 0
f f, fi &
— - —/ /o
S1 82 S3 5y S5

Abbildung 4: verwendete Bausteine

Diese Gleichungen bilden die physikalischen Grundgesetzte nach (Newton, Hooke), wobei die auf den ersten
Blick merkwiirdigen Vorzeichen der Krifte ihrer Richtungskonvention geschuldet sind: Eine positive Kraft zeigt
jeweils in den Baustein hinein.

f f
Offensichtlich ist die Zahl der Baustein-Gleichungen kleiner ist als die der Varia- !

blen. Die fehlenden Gleichungen ergeben sich aus den Verbindungen zwischen S1 S2
den Bausteinen gemif} folgender Regel: An einem Verbindungsknoten sind die

GrofBen aller anliegenden Potenzialvariablen gleich, die Flussvariablen addieren

sich zu Null. Fiir den Dreierknoten aus Abb. 5 ergeben sich daraus die drei Glei- fy 85

chungen
Abbildung 5:

Verbindungsknoten

§1 =482 =253
fita+f3=0
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Die Regel gilt auch fiir eine einfache Verbindung zwischen zwei Komponenten, die als Zweier-Knoten interpre-
tiert wird, und fiir einen “unbeschalteten” Anschluss: Dieser entspricht einem Einer-Knoten mit der Gleichung

fi=0

Im Fall elektrischer Anschliisse entsprechen die Verbindungsgleichungen dem 1. Kirchhoffschen Gesetz (“Kno-
tenregel”). Im allgemeinen Fall sind sie eine Formulierung des Erhaltungsgesetzes, das der Definition einer Fluss-
groBe zugrunde liegt. Auch der zunichst seltsam wirkende Fall der Einer-Knotenregel hat eine einfache Interpre-
tation: Ein unbeschalteter Anschluss ist nicht “offen”, sondern “abgedichtet” — hier gehen keine Ladungen (oder
Massen oder Impulse ...) hinein oder hinaus.

Mit diesen Regeln konnen nun die Bewegungsgleichungen fiir unser Beispielsystem vollstindig aufgeschrieben
werden. Dazu werden zunichst alle Anschlussgrofen und inneren Variablen eindeutig bezeichnet (Abb. 6).

Abbildung 6: Gesamtmodell mit Bezeichnungen

Damit erhilt man insgesamt folgendes Gleichungssystem:

s1 = (a)

vV o= $ (b)

mv = fit+f (c)
fit+tfa = 0 (d)
fa = c(sa—s3) (e)

55 = 0 ()

S =0 (2)

S22 = 53 (h)
h+f =0 (i)
sS4 = S5 G)
fatfs = 0 (k)

Die Gleichungen (a) - (f) sind die oben angegebenen Bauteilgleichungen, (g) entsteht durch den Einerknoten am
linken Ende, (h), (i) und (j), (k) durch die Verbindungen zwischen Masse und Feder bzw. Feder und Einspannung.
Insgesamt sind dies 11 Gleichungen fiir die 11 Unbekannten sy,...,ss, fi,...,fs sowie v. Vorausgesetzt, die
Gleichungen sind unabhingig voneinander, sollte das System sich 16sen lassen.

5. Vereinfachung und Losung der Bewegungsgleichungen

Das gewonnene Gleichungssystem des Feder-Masse-Beispiels besteht aus den zwei Differenzialgleichungen
(b), (c) und gewohnlichen (“algebraischen”) Gleichungen. Ein solches gemischtes System heilit Differenziell-
algebraisches Sytem oder DAE-System. Obwohl es nicht schwieriger wirkt als ein gewohnliches Differenzialglei-
chungssystem, ist seine Losungstheorie deutlich komplizierter. Aulerdem kennt man kein numerisches Verfahren
zur direkten Losung von DAE-Systemen. Es muss daher zunichst durch algebraische Umformungen in ein Diffe-
renzialgleichungssystem umgeformt werden. Aufgrund der einfachen Struktur ist das hier durch Elimination der
meisten Variablen leicht per Hand moglich und sollte auch Schiilern mit etwas Durchhaltevermdgen gelingen.
Als Ergebnis erhilt man

S = v

vV = ——85

c
m
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Dies ist die Zustandsform der Bewegungsgleichung, die nur erste Ableitungen enthilt. In dieser Form kann sie
mit einem Standardverfahren numerisch gelost werden. Durch Ableiten der ersten Gleichung und Einsetzen der
zweiten kann man aulerdem sofort die bekannte Schwingungsgleichung (1) reproduzieren.

Auch wenn die algebraische Umformung hier keine allzu grolen Probleme bereitet, bleibt doch die Frage, wie das
ein Simulationsprogramm machen kann — umso mebhr, als selbst in kleinen Anwendungen die Zahl der Gleichun-
gen schnell mehrere Hundert erreicht. Man benétigt also ein systematisches Verfahren, das die Auflosung solcher
Gleichungssysteme ermoglicht. Zu diesem Zweck verwendet man den Tarjan-Algorithmus, der im Folgenden
vorgestellt wird.

Zunichst analysiert man, wie man analytisch zur Losung des Problems kommen kann. Dies erfordert zwei ver-
schiedene Schritte:

1. Fiir jede Gleichung muss man festlegen, nach welcher Variablen sie aufgelost werden muss. Beispielsweise
kann man Gleichung (d) benutzen, um f3 aus f4 zu berechnen oder umgekehrt. Welche Richtung fiir eine
erfolgreiche Auflosung des Gesamtsystems gewdhlt werden muss, ist zunéchst nicht klar. Hat man sich fiir
eine Richtung entschieden, schreibt man die Gleichung als Zuweisung etwa in der Form

f 3= _f 4,
die auch als Anweisung in einem Programm interpretiert werden kann.

2. Die Reihenfolge der Gleichungen muss so gedndert werden, dass auf den rechten Seiten der Zuweisungen
jeweils nur vorher schon berechnete Grofen stehen.

Dabei ist zu beriicksichtigen, dass nicht eine Grofle und ihre Ableitung gleichzeitig unabhingige Variable sind.
Die unbekannte GroBe ist jeweils die Ableitung (im Beispiel etwa s,), wihrend man die Grofe selbst, also hier s7,
als bekannt annimmt. Dies wird einsichtig, wenn man das Ziel der Umformung vor Augen hat: Eine Differenzial-
gleichung beschreibt die Ableitung als Funktion der Groflen selbst. Auch die Vorgehensweise beim numerischen
Losen macht dies klar: Man startet mit einem bekannten Anfangswert fiir s,, berechnet mit Hilfe der Differenzi-
algleichung daraus die Ableitung s», folgt der Tangente ein Stiick und erhilt so den niichsten Wert fiir s5.

Nach diesen Voriiberlegungen wird nun das Gleichungssytem als abstrakter Graph dargestellt, der nur die hier
wesentliche Information enthilt: welche Variablen in welchen Gleichungen auftreten. Dazu schreibt man auf
der linken Seite untereinander Knoten, die mit den Gleichungsnamen bezeichnet sind. Auf der rechten Seite
stehen untereinander Knoten fiir alle Unbekannten. Nun wird jeder Gleichungsknoten mit den Variablenknoten
verbunden, die in der Gleichung vorkommen. Aus unserem Beispielsystem entsteht so der Graph der Abb. 7.

Abbildung 7: Ausgangsgraph Abbildung 8: nach Schritt 3 Abbildung 9: nach Schritt 6

Ziel des Tarjan-Algorithmus ist nun, alle Kanten entweder blau oder rot zu firben, so dass von jedem Glei-
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chungsknoten und jedem Variablenknoten genau eine rote Kante ausgeht.” AuBerdem werden die Gleichungen
dabei durchnummeriert. Dazu geht man nach folgendem Schema vor:

suche Gleichungen mit genau einer ungefdrbten Kante
Gleichung bekommt kleinste freie Nummer
Kante wird rot
andere Kanten der zugehdrigen Variablen werden blau
suche Variablen mit genau einer ungefdrbten Kante
zugehorige Gleichung bekommt grofite freie Nummer
Kante wird rot
andere Kanten der zugehdrigen Gleichung werden blau
iteriere, bis es nicht mehr weiter geht

Dabei kann man beliebig zwischen dem Gleichungs- und Variablenschritt hinundher springen, solange es Firbe-
moglichkeiten gibt. Der Einfachheit halber soll hier zunichst auf einer Seite von oben bis unten durchgegangen
werden und dann auf die andere gewechselt. Dies fiihrt im Beispiel zu folgenden Schritten:

e Gl. (a) hat nur eine Kante, die also rot gefirbt wird. Die zugehdrige Variable s hat keine weiteren Kanten.
GL. (a) bekommt die Nummer 1.

e Analog wird die Kante von (b) nach s, rot geférbt, die Gl. wird Nummer 2.

e Nichste Gleichung mit nur einer ungefirbten Kante ist (f). Die Kante wird rot, die andere von s5 ausge-
hende wird blau. (f) wird Nummer 3 (Abb. 8).

e Ebenso werden nun bei Gl. (g), (h) und (j) die jeweils einzigen ungefarbten Kanten rot, die anderen Kanten
der zugehorigen Variablen blau. Die Gleichungen bekommen die Nummern 4, 5, und 6 (Abb. 9).

o Nun wird auf die rechte Seite gewechselt. Die erste Variable mit einer ungefdrbten Kante ist v, die Kante
wird rot, die eine noch ungefirbte der zugeordneten Gleichung (c) wird blau. (c) bekommt die grofite freie
Nummer, also 11 (Abb. 10).

e Weiter geht es mit den Variablen f>, f3 und f5, ihre zugeordneten Gleichungen (i), (d) und (k) bekommen
die Nummern 10, 9 und 8 (Abb. 11).

e Unten angekommen, wird wieder auf die linke Seite gewechselt. In Gleichung (e) wird die einzige noch
ungefirbte Kante rot, und (e) erhilt die letzte freie Nummer 7 (Abb. 12).

EHEH
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Abbildung 10: nach Schritt 7 Abbildung 11: nach Schritt 10 Abbildung 12: nach Schritt 11

Hier werden rote Kanten gestrichelt, blaue gepunktet dargestellt.
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Damit ist der komplette Graph nach den Anforderungen gefirbt und durchnummeriert. Das Gleichungssystem
kann nun als Folge von Zuweisungen geschrieben werden, indem die Gleichungen jeweils nach der Variablen
aufgelost werden, mit denen sie durch eine rote Kante verbunden sind. AuBlerdem werden sie in die durch die
Nummerierung vorgegebene Reihenfolge gebracht. Man erhilt schlieBlich:

s1 = s (a)
S = v (b)
s5 = 0 (f)
fi =0 (2)
§3 = (h)
S4 = 55 (J)
f4 = cC (S4 — S3) (e)
f5 = —fa (k)
fi = —fs (d)
L= —f (i)

voi= L(fith) ()
Geht man von bekannten Werten fiir s, und v aus, kann man mit dieser Zuweisungsfolge alle weiteren Variablen
berechnen, insbesondere die Ableitungen s, und v. Man kann die Anweisungen daher als Inhalt einer Funktion
f(y) interpretieren, die dem Zustandsvektor y := (s2,v) seine Ableitung zuweist:

(5)-(:)

In dieser Formulierung kann das Differenzialgleichungssystem mit den iiblichen Losungsprogrammen (“DGL-
Solvern”) gelost werden. Dabei werden auch gleich Werte fiir alle vorkommenden Hilfsvariablen — interne Krifte
und Orte — bestimmt. Man kann die Formulierung aber natiirlich auch dafiir verwenden, per Hand alle Hilfsgrof3en
zu eliminieren und die Differenzialgleichung zu reproduzieren.

6. Erweiterungen der Losungsverfahren

Wenn man nun versucht, diese Methode auf komplexere Systeme anzuwenden, wird man bald auf Beispiele
stoflen, bei denen das Verfahren nicht sofort funktioniert. Dabei treten i. W. drei Arten von Schwierigkeiten auf,
fiir die es jeweils Losungsverfahren gibt, die den Tarjan-Algorithmus mit anderen Methoden kombinieren. Sie alle
bendtigen grundsitzlich keine wesentlich iiber Schulmathematik hinausgehenden Kenntnisse, sind aber aufgrund
ihrer hoheren Komplexitit dennoch recht anspruchsvoll.

Das einfachste Problem ergibt sich z. B., wenn man die lineare Federkraft durch eine nichtlineare (etwa kubische)
ersetzt. Dann ist der Teilschritt

“Lose Gleichung n nach Variable X auf”

algebraisch oft nicht moglich. In diesem Fall werden numerische Methoden zur Auflésung der Gleichung ver-
wendet, vor allem das bekannte Newton-Verfahren.

Ersetzt man in unserem Standardbeispiel die Feder durch eine Hintereinanderschaltung zweier Federn, tritt ei-
ne andere Art von Problem auf: Der Tarjan-Algorithmus fiihrt zunichst zur Farbung einer Reihe von Kanten,
bis mehrere Knoten iibrig bleiben, die alle mindestens zwei ungefdrbte Kanten haben. Dies entspricht einem
mehrdimensionalen Gleichungssystem, das sich nicht weiter zerlegen lédsst. Es kann aber numerisch, etwa mit
dem Newton-Verfahren, gelost werden. Um das Problem weiter zu vereinfachen, kommen Farbungsmethoden
auf Teilgraphen zum Einsatz.

Die schwierigste Problemklasse erhélt man, wenn man statt zweier Federn zwei Massen in Reihe schaltet. Der
Tarjan-Algorithmus bricht diesmal nicht ab, aber er liefert ein unerwartetes Ergebnis: Es gibt am Ende sowohl
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eine Gleichung als auch eine Variable, die jeweils nur eine Kante haben, die aber beide blau gefirbt sind. Dies
bedeutet, die Gleichung liefert keine Variable und die Variable wird in keiner Gleichung definiert. Solche Systeme
heilen strukturell singuldr, mathematisch handelt es sich dabei um DAE-Systeme mit einem Index > 1. Zu ihrer
Losung wird das System durch geschickt gewihlte differenzierte Versionen einiger Gleichungen erweitert. Dabei
kommen mehrmals Tarjan-Verfahren zum Einsatz.

7. Schlussfolgerungen

Das “Physical Modeling” ermdglicht in einfacher Weise die Erstellung und Simulation auch komplexer Model-
le und erlaubt dadurch die Untersuchung physikalischer oder technischer Systeme auf Schulniveau. Dabei ist
die Verfiigbarkeit entsprechender Software als Open Source sicher hilfreich. Allerdings sollte man nicht den Ein-
druck gewinnen, die Modellierung wiirde sich damit auf das Zusammensetzen von LEGO-Bausteinen reduzieren!
Ein Problem besteht in der Bewéltigung der hohen Komplexitét heutiger technischer Systeme — im Automobil-
und Flugzeugbau sind Modelle mit iiber 100 000 Komponenten nicht uniiblich! Aber auch bei scheinbar einfa-
chen Modellen konnen Probleme auftreten, die eine sorgfiltige Analyse der zugrundeliegenden mathematischen
Methoden erfordern [12].

Mindestens ebenso spannend ist aber die Untersuchung der in diesen Programmen verwendeten Losungsver-
fahren: Sie zeigen zum einen, dass langwierige algebraische Umformungen tatséchlich in praktisch relevanten
Problemen auftauchen. Zum anderen sind die graphentheoretischen Methoden ein Beispiel fiir eine ganz andere
Art von Mathematik, die grundsétzlich nicht schwer zu verstehen ist, aber dennoch zu interessanten Ergebnissen
in unerwarteten Anwendungen fiihrt. Voraussetzung ist dabei neben den Standardmethoden der Algebra und der
Differenzialrechnung nur der Begriff der Differenzialgleichung, ohne weitere Losungstheorie. Allerdings ist das
Verstindnis zumindest des Euler-Verfahrens zur numerischen Losung hilfreich.

Die angedeuteten erweiterten Methoden sind sicher hochstens im Rahmen einer speziellen Forderung begab-
ter Schiilerinnen und Schiiler vermittelbar. Dies liegt aber nicht daran, dass sie tiefer gehendes mathematisches
Hintergrundwissen voraussetzen, sondern an ihrer algorithmischen Komplexitét. Sie konnten daher durchaus ein-
gesetzt werden, um die bei ldngeren Berechnungen benétigte Ausdauer und Sorgfalt anhand praktischer Beispiele
zu iiben. Sollte das etwa im Rahmen einer AG versucht werden, wire der Autor sehr an einer Riickmeldung in-
teressiert und gerne bereit, mit weiteren Beispielen oder Erlduterungen dabei Hilfestellung zu leisten.
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