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Uber das Miteinander von Abbildungs—- und Figurengeometrie 1)

Die Schule hat offenbar die Axiomatisierungswelle {iberstanden.

Der Drang zur Axiomatik war auch im Fach Geometrie zu beobachten,
wenngleich hier die reine Form der Axiomatik, wie man sie etwa in
friheren Darstellungen von A.KIRSCH [3] u.a. analog zu HILBERT

[ 2] findet, sich nur selten hat durchsetzen kdnnen. Viel stirker
fdllt ein anderer grundlagentypischer Extremfall in den Lehrbiichern
der jlingsten Vergangenheit auf, der auf eine Forderung von F.KLEIN
zurickgeht: Im Hinblick auf die unterschiedlichen Transformations-
gruppen solle man in der Geometrie vor allem Invariante studieren,
was vor allem unter dem Namen "Erlanger Programm" bekannt wurde.

I. Zur derzeitigen Situation der Schulgeometrie:

Auf der Dortmunder Bundestagung 1980 hat der Autor [4] bereits ver-
sucht, historische Hintergriinde aufzuzeigen, die zur Abbildungsgeo-
metrie der Schule fillhrten: Die Abbildungsgeometrie, vor allem im

‘Bereich der zentrischen Streckungen, entstand aus Grundlagenerkennt-

nissen, deren Bedeutung flir den Schulunterricht wohl nicht den
Stellenwert annahm, den man ihr urspriinglich zuschrieb.

Feststeht, daB heute an den Gymnasien eine sehr starke Bewegung zu
beobachten ist, die wieder "zur guten alten Figurengeometrie" zurilick-
kehren will, weil sie wohl mit Recht bemdngelt, daf die Abbildungs-
geometrie, trotz all ihrer Systematik,unsere Schule hat nicht besser
werden lassen.

Zwel in Bayern praktizierende Didaktiker seien mit noch unverdffent-
lichten Arbeitspapieren zitiert: :

F.BARTH schreibt in seinem Artikel "Abbildungsgeometrie oder Figuren-
lehre": "Die Geometrie ist ins Zwielicht geraten. 2000 Jahre lang ge-
horte sie zu den unverzichtbaren und bei vielen Lernenden recht be-
liebten Gegenstdnden der Mathematik. Heute ist sie an den Universi-
tdten auf dem Riickzug begriffen, und auch an der Schule wird sie

mehr und mehr ins Abseits gedrdngt. Die Algebra iliberwuchert die Geo-
metrie mehr oder weniger auffdllig. In der Oberstufe ist es die Linea-
re Algebra, die den Platz einnimmt, und in der Mittelstufe haben die
weitgehend algebraischen Uberlegungen der Abbildungsgeometrie vieles
verdrdngt, was frilher selbstverstdndlicher Bestandteil des geometri-
schen Wissens war. Die Inhalte der Abbildungsgeometrie muBten bei
gleichbleibender (eher verringerter) Stundenzahl in den Geometrie-
stoff mit aufgenommen werden. Das geht natiirlich nur, wenn entweder
anderer Stoff geklirzt oder die Einlibungsphasen verringert werden.
Beides (vor allem das zweite) ist geschehen. Der Effekt ist nicht
sehr erfreulich:

- Das verfligbare geometrische Wissen ist deutlich geringer geworden.

Die geometrischen Fertigkeiten sind auf primitive Reste reduziert.
Die durch die Abbildungen erhoffte systematische Zusammenschau bleibt
aus; Geometrie stellt sich filir den Durchschnittsschiiler als uniiber-
sichtliche Landschaft von mathematischen Fakten dar"

1) Manuskript des gleichnamigen Vortrags, der am 4.3.82 auf der Bundestagung fir
Mathematikdidaktik an der Universitdt Klagenfurt gehalten wurde.



Auf der Seite der Abbildunsgeometer wdre vor allem KRATZ zu nennen,
der sich bis auf jlingste AuBerungen stets als Verfechter dieser
Richtung zeigte. ANDRASCHKO aus dem Abbildungslager schreibt in
einem ebenfalls noch unverdffentlichten Papier:

"Woran liegt es wohl, daB der Abbildungsgedanke heutzutage so stark
betont wird? Wir miissen zundchst sehen, daB diese Ver&dnderung in der
Betrachtungsweise nicht auf die Geometrie beschrdnkt ist. In vielen
Wissenschaften versucht man durch Herausarbeiten allgemeintragender
Prinzipien Methoden zu entwickeln, mit denen die ungeheure Ansamm-
lung von Wissen und Erkenntnis faBbar wird. Eines dieser allgemein-
tragenden Prinzipien ist die Abbildung."

Gerade beim letzten Zitat zeigt sich sehr deutlich das ordnende Prin-
zip der Abbildungsgeometer, was eben leider, wie BARTH feststellt,

an der Schule nicht so weit vorangetrieben werden konnte, um dort
damit interessante Probleme zu l&sen. Ubrigens habe ich auf Grund
meiner 17-jdhrigen Universitdtstdtigkeit im Grundlagenbereich den
Eindruck gewonnen, daB auch an der Universitdt dieses Ziel nicht
erreicht wurde: Der BOURBAKIsmus hat zwar die Mathematik sauberer,
logisch einwandfrei gemacht, sie aber dabei weder durchsichtiger noch
ibersichtlicher werden lassen. Der Anwendungsbereich konnte durch den
BOURBAKIsmus nicht erweitert werden.

Die Schulmathematik erscheint selbst dem nur durchschnittlich begab-

ten Schililer so lange als nicht idbermdBig schwer, als er nicht

selbst Probleme l0sen muB. Dies trifft in verstdrktem MaBe fir die

Geometrie zu: Ganz gleich, ob es sich um den Beweis eines einfachen

Satzes oder um das Auffinden eines Konstruktionsweges geht, der Schiiler

scheitert. meist daran, daB er den zweiten oder dritten Schritt nicht
.sieht oder daB er zu wenige Einfdlle hat.

SchlieBlich waren es ja gerade solche Beobachtungen, die Schulmeister
veranlaften, dankbar ein neues, in sich geschlossenes, logisch geord-
netes Gebdude, eben die Abbildungsgeometrie, aufzunehmen.

Nur leider waren die Abbildungsgeometer so sehr von den Erfolgen der
Grundlagenforschung beeindruckt, daB sie nur diese an der Schule mit
geringem Erfolg kopierten, weil auch dieses Verfahren nicht ausreich-
te, die fiir unsere Schiiler interessanten und addquaten Probleme leich-
ter zu 1ldsen.

So sollten wir zwar an den Ausgangspunkt der abbildungsgeometrischen
Entwicklung zuriickkehren, eben zur alten Figurengeometrie, aber nicht
dem Fehler verfallen, dafiir die filir die Schule pré&dparierte Abbildungs-
geometrie als Ganzes {liber Bord zu werfen. Es reicht auch in der Geo-
trie vbllig, wenn wir wieder an der Schule die unndtigen Formalismen
beseitigen, die durch das MiBverstédndnis, das ich neuerdings den
didaktischen Bourbakismus nenne, hineingekommen sind.

Wenn im folgenden gezeigt wird, wie man abbildungsgeometrische Inhalte
mit Problemen der sogenannten Figurengeometrie verkniipfen kann, ja un-
zertrennbar verkniipft sind, so muB bereits jetzt schon betont werden,
daB all diese Vorschlidge am Gymnasium ohne Lehrplandnderung reali-
siert werden konnen.

II. Die Schulung des inneren Auges:

Vom Basteln her haben 10-jdhrige im Anwenden von Bewegungen eine grofe
Erfahrung. Sie wissen: Probieren ist besser als Studieren. Oder exak-
ter: Einem 10-jdhrigen ist oft klar, daB durch Drehen, Wenden oder
Spiegeln gefunden werden kann, ob z.B. Teile zu einem Ganzen zusammen-
gefligt werden konnen.



So ist es alten Universitdtsgeometern stets klar gewesen, daB sich
bei geometrischen Zusammenhdngen manch eine Gedankenliicke schlieBen
ld48t, wenn man sich nur kurz mit seinem Zirkel, Zeichendreieck, Blei-
stift usw. die Dinge dreidimensional vor Augen hidlt. Ich frage nur,
warum wir nicht l&ngst dieses Spielen mit dem Zelchengerat systema-
tisch lehren?

Schiiler haben z.B. immer wieder mit der Vorstellung Schwierigkeiten,
wenn beim Spiegeln sich der Drehsinn umkehrt. Dabei ist alles so ein-
fach: Das Schiilerpult erhdlt in der Mitte einen Kreidestrich, iiber dem
sich die Schiiler die Spiegelebene vorstellen; dann h&dlt der linke Schii-
ler einen Gegenstand auf seiner Seite und der rechte Schiiler muB einen
zweiten Gegenstand genau spiegelgeometrisch hierzu halten. Wir begin-
nen mit dem Spiegeln eines Punktes bis zum Spiegeln eines 60°-Zeichen-
dreieckes. Ubrigens wird so deutlich, daB die vielverbreiteten Geo-
dreiecke auch Nachteile haben: Das Umdrehen des Drehsinnes beim Spie-
geln kann man mit ihnen nicht demonstrieren.

tbungen dieser Art flieBen in meinen Unterricht immer wieder ein. Ich
habe so natlirlich auch den Vorteil, daB ich laufend dreidimensionale
Geometriebeispiele durchfiihren kann.

So werden durch Bewegungsgeometrie die Symmetrien von ebenen und r&um-
lichen Konfigurationen festgestellt und der Einklang zwischen den sich
scheinbar so sehr anfeindenden Methoden aufgezeigt.

Man lberfordert jedoch 10 - T4—jéhrige, wenn man jetzt schon mit Syste-
matik kommt und alles auf den in den Grundlagen so wichtigen Spiege--
lungsbegriff deduziert.

Es ist zwar sehr interessant, daB jede Drehung . aus zwei Spiege-
lungen zusammengesetzt ist, und jede Spiegelungskette einer Linge

grdBer drei verkiirzt werden kann, aber beim L&sen der meisten prakti-
schen Probleme niitzt einem dies nichts. Ich komme hierauf gleich zu-
riick. Auch wenn mir bekannt ist, daB jede Verkettung einer Drehung

mit einer Translation eine Drehung ist, halte ich es trotzdem didaktisch
vertretbar, unter Umstdnden von einer "Drehtranslation" zu sprechen.

Die eben erwdhnten Freihandexperimente werden natiirlich nicht nur mit
den Hdnden ausgefihrt. Ein wichtiges Lernziel hierbei ist, beim Schiiler
das innere, d.h. sein geistiges Auge, seine Vorstellungskraft so zu
schulen, daB es in die Lage kommt, gewissermaBen vorauszusehen, wie

man eventuell ein solches Experiment ausfihren kann, zumindest aber

die MOglichkeit eines solchen Experimentes im konkreten Fall ohne Fremd-
hilfe selbst erkennt. Das Endziel ist, das innere Auge des Schiilers so
zu schulen, daB es die Fdhigkeit bekommt, Bewegungsabldufe und andere
abbildungsgeometrische Vorgdnge rein geistig ohne Konkretisierung am
Objekt durchzufiihren, um das Objekt figurengeometrisch zu bearbeiten.
Dieses Lernziel wird nur von wenigen Menschen voll erreicht; es handelt
sich bei ihnen oft um Konstrukteure, die am ReiBbrett oder in der EDV-
Anlage von ihnen selbst nie gesehene Abbildungsabldufe konstruieren,
d.h. so vollkommen entwerfen, da8 dann Handwerker Maschinen bauen k&n-
nen, die sich auch so bewegen, wie dies von ihren Konstrukteuren er-
dacht worden ist.

An der Schule wird hiervon nur weniges erreichbar sein, das dann aber
durch feste Regeln fiir den Schiiler abzusichern ist und vor allem fiir
ihn anwendbar sein muB.

Die Figurenkongruenz ist ein Bewegungsbegriff; man wird ihn also nur



unter Zuhilfenahme von Bewegungen anwenden kénnen} 258, ¢

Der Geometrieunterricht wird fir den Schiiler schwierig, wenn er die
ersten Kongruenzbeweise ohne Fremdhilfe fertigen soll. Jeder Lehrer
weiB, daB bereits geringfliigige Hilfestellungen meist ausreichen,

um dem Schiiler einen Beweisgedanken erkennen zu lassen, d.h. oft
reicht aus, nur mit dem Finger auf einen Punkt zu zeigen, und dem
Schiiler "geht ein Licht auf". Das geht aber auch anders, wenn der
Schiiler abbildungsgeometrisch hinreichend geschult ist. Ich will
dies an einem Beispiel erl&dutern:

Satz: Die Diagonalen eines Parallelogramms halbieren sich.

Der Schiiler weiB, solche Beweise werden in ersten Linie mit dem
Kongruenzbegriff gefilhrt, dessen wichtigste: Hilfssdtze die iber

" kongruente Dreiecke sind. Also beginnt er, an der Figur Dreiecke

zu suchen, die sich durch Bewegungen ineinander {iberfilhren lassen.
Ist das innere Auge des Schiilers hinreichend vorgeschult, so erkennt
es die 1807 -Drehung um den Diagonalenschnittpunkt; der Schiiler kann
einen Beweis fihren. ;

Das ist Bewegungsgeometrie! Wie man erkennt, spielt die Zerlegungs-
moglichkeit der 1800—Drehung in zwei Spiegelungen mit aufeinander
senkrechten Achsen wahrlich keine Rolle; das ist zwar grundlagentheo-
retisch bedeutsam, fir die Anwendung aber meist belanglos.

Manchem von uns ist sicher das eben genannte Beispiel zu einfach,
weil wir alle in solchen Dingen schon eine lange Schulung hinter uns
haben. Wir konnen uns gar nicht mehr vorstellen, daB damit ein An-
fanger Schwierigkeiten haben kann.

Die Schwierigkeiten des Anfdngers werden zum Teil durch unseren Seh-
vorgang verursacht: Wir sehen nur im Bereich des sog. gelben Fleckes’
scharf. So sind wir laufend gezwungen, Figuren mit dem gelben Fleck
abzutasten. Ein ungeschultes Geddchtnis vergifit sehr schnell und
stellt so ndtige Zusammenhdnge zundchst nicht her. So werden auch

viele optische T&duschungen verursacht (siehe [5] Seite 127 und folgende)
denen wir uns bewuBt nur dann entgegen stellen kdnnen, wenn unser Ge-
hirn gesehene Teile in Gedanken mitnimmt, also abspeichert, und mit
anderen Teilen der Figur vergleicht.

Ganz am Rande sei hier vermerkt, daB nur dann der Unterricht der
genannten Art erfolgreich sein kann, wenn man sich die Mihe macht,

- méglichst sorgfdltig gezeichnete Uberlegungsfiguren zu verwenden.
Figuren, die bestenfalls nur noch topoligisch zur Wirklichkeit &qui-
valent sind, kdbnnen keine Erkenntnis suggerieren. Beweisgedanken er-
kennen kann man nur, wenn man passende Einfdlle hat, die einem nur
eine halbwegs passende Figur eingeben kann (Figurensuggestion).

Welche didaktische Hilfen kann ich zur Schulung des inneren Auges an-
bieten:

a) die oben erwdhnte, altbewdhrte Methode des Spielens mit dem Zeichen-
gerdt, wobei eg zu begriBen wdre, wenn die Schiiler neben dem Geo-
dreieck ein 60 -Zeichendreieck besdBen.

b) Vor allem bei Rollvorgdngen, auf die ich weiter unten noch ausfiihr-
licher zu sprechen kommen werde, hat sich der Overheadprojektor als
Erzeuger von Schattenbildern bewdhrt. Es ist dabei durchaus nicht
erforderlich, teures Lehrgerat zur Erzeugung von Rollabldufen zu
kaufen; ganz im Gegenteil: Freihandversuche mit Geldstlicken, einem
Lineal usw. sichern einen gr&Beren, bleibenden Lehrerfolg. Aber
auch das Kinderspielzeug Spirograph kann im Overheadprojektor eine
gute Demonstrationshilfe sein, wie man in [5] an vielen Stellen
vorgefihrt bekommt.



c)

d)
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Manches Beispiel kann man l8sen, wenn man das ‘Problem auf leich-
tere, d.h. bereits lésbare Grenz- oder Spezialfdlle zurilickfiihrt.
Siehe auch II1I.

Wesentlicher Ubungsbestandteil aber sind vor allem geeignete Auf-
gaben, die der Lehrer immer wieder in seinen Unterricht einflieBen
148t, ohne die damit verbundene Lehrsituation all zu deutlich
auszusprechen. Gerade aber die Aufgaben zur Schulung des inneren
Auges zeigen hervorragend, daB die Abbildungsgeometrie nicht ohne
Figurengeometrie und umgekehrt auskommt.

Aufgaben:

1.1

1.4

1.5

Eine ganze Aufgabengruppe hat BESUDEN [1] mit seiner Pl&ttchen-
geometrie im Bereich von Pflasterungen so hervorragend erfaBt,
daB8 nichts zu ergdnzen ist. Hierbei geht es natiirlich auch um
das Zerschneiden und Zusammensetzen von Flichen und Volumina u.&.

Aufgaben wie das "Eckenabschneiden", also z.B. die Zurlickfiihrung
des Fldcheninhaltes eines Flinfeckes auf den eines Viereckes
mittels der Abbildung Scherung sollten reichlicher geilibt werden.
Vielleicht k&nnten so unsere Kolleglaten besser auf das Integrale-

berechnen vorbereitet werden.
77

2

////5329/
Ein Schieber ist zum Teil in einer Rohr-

leitung eingefahren; man berechne den i T em s e
Querschnitt, der vom Rohr noch freige- :
geben ist.(siehe [5] Seite 176). Led

Nur durch geeignetes Zerschneiden und
wieder Zusammensetzen, also durch An-
wenden von Bewegungen, die Teile hin-
und herbewegen, kann man mit Hilfe

der Kenntnisse einer 10. Jahrgangsstufe |
die schraffierte Fl&dche berechnen. .;

N

Das Volumen eines Kaminteiles wird be-
rechnet (siehe [5] Seite 198). Der |
Schiiler muB erkennen, daB8 durch Bewe- ;
gung drei Quader ergdnzt werden k&nnen
und sich dann ein bekanntes Volumen
ergibt.

NN
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Die Abbildungsproblematik obiger Aufgaben auf hdherem Niveau:
.Ein Damm wird iliber ein Tal gebaut; wie viele m~ Schotter sind
anzufahren (siehe [5] Seite 211).




Abgesehen von der Symmetrie der Aufgabenstellung, die die Be-
rechnung etwas erleichtert, muB8 der Schiiler sich genau iliberlegen,
wie er jeweils Teile abschneldet, also in Gedanken wegtransportiert
oder zu anderen Teilen ergdnzt, damit er mit wenigen Rechen-
schritten, also mit hoher Genauigkeit das Volumen berechnen kann.

2. Die ndchste Beispielgruppe k&nnte man das Einspielen gewisser
KonstruktionsgréBen beim Fertigen von Zelchnungen nennen, d.h.:
Durch eine Bewegung oder Abbildung kann eine Teilkonfiguration
an die richtige Stelle einer Zeichnung gebracht werden, wobei
die erforderliche Abbildung oft primdr mit der Fragestellung

nichts zu tun hat, also erst wdhrend der Konstruktion gefunden
wird.

2.1 Zu dieser Aufgabengruppe gehdrt abgesehen von primitiven Bei-
spielen des Strecken- und Winkelabtragens das zentrische Ver-
groBern und Verkleinern, das in jedem Geometrieunterrichtswerk
gelibt wird. Es bleibt unverstdndlich, weshalb es meist beim
Einliben dieser Variante bleibt.

Das nachste Beispiel verdeutlicht,daB es primdr keineswegs um
eine charakteristische Eigenschaft zentrischer Streckungen geht:

.2.2 Gegeben ist ein Gaskessel durch seine AusmaBe so, daB nur noch
durch Konstruktion festgestellt werden

muB, wo seine Stilitzen vorgegebener Lan- o
ge angeschweiBt werden miissen. - : j

Die Aufgabe wird so geldst, daB8 man in
Gedanken irgendwo die Stilitze an den Kes-
sel anschweiBt und dank der Rotations-
symmetrie des Kessels die Stiitze iiber
eine geeignete Drehung in ihre richtige
Lage iliberfiihrt (siehe [5] Seite 96).

2.3 Zu dieser Gruppe von Aufgaben gehdrt
ein Beispiel, das 10- jahrlgen viel
Freude bereitet: .

Ein in einem Kreis fahrendes

Polizeiauto leuchtet mit einem

starr angebrachten Scheinwerfer
den Kreis aus und findet einen

sich dort Versteckenden nicht.

Warum? (siehe [5] Seite 95).

2.4 Anspruchsvoll wird dieser Abschnitt : s
bei Beweisen zu Faltsternen u.&d.

Will man sich liberlegen, weshalb
die nebenstehende Skizze eines
verschlungenen Bandes ein regu-
ldres Finfeck ist, so muB man
stark an die Bewegung seiner Ent-
stehung denken (siehe [5] Seite

= - 16 nd 112)

2.5 SchlieBlich ist der Vorsteilungskraft eines jeden eine Grenze
gesetzt und man greift zu Hilfsmitteln, falls man solche kennt:
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Vermutet man eine LOsungsmdglichkeit im Zusammenhang mit einer
Bewegung, die das innere Auge nicht mehr iiberblicken kann, so

ist es oft zweckmdBig,Teile der Konfiguration auf Transparent-
papier zu zeichnen und umherzuschieben, bis man die Zusammenh#nge
erkennt. In [5] Seite 122 wird hierzu ein Beispiel der Astrogeo-
ddsie schiilergerecht beschrieben.

Gute Anwendungsbeispiele filir die Bewegungsgeometrie, bei denen

es nicht nur um einen Vergleich zwischen einer Ausgangs- und End-
lage geht, geben Rollkurven aller Art, die in viel stdrkerem MaBe
auch hinsichtlich der Parameterdarstellung von Funktionen und Rela-
tionen der Kollegstufe in den Schulunterricht einflieBen sollten.

Verstehen kann man solche Rollvorgdnge mit der sogenannten
Abrollbedingung:

Zwei Kurven werden aneinander abrollen, d.h. schlupffrei wie Zahnridder
(Spirograph!) aneinander sich bewegen, wenn jeweils die Bogenlidngen,
die der gemeinsame Berihrpunkt auf beiden Kurven zuriicklegt, gleich
sind.

Anwenduhgsbeispiele kann man flir alle Altersstufen finden:

Gleichdicke (siehe [ 5]). .

.2 Kugellager und Planetengetriebe (siehe [ 57]).

4.

3 Zykloide bis hin zum WANKELmotor mit seinem komplizierten Bewegungs-

ablauf (siehe [ 5] ) oder nur

ein einfaches Mitnehmerrad, das etwa beim Filmtransport eines
Vorflhrgerdtes aus der kontinuierlichen Bewegung des Motors
eine diskontinuierliche Bewegung des Films macht (siehe [ 5] Seite 285)

Auch in den Methoden der Darstellenden Geometrie sind viele abbildungs-
geometrischen Vorgdnge verborgen, die es wieder zu wecken gilt:
Perspektive Affinitdt (Kreis-Ellipse, auch zurErzeugung der wahren
GrbBen einer in zwei Rissen gegebenen ebenen Figur), Drehen und Klap-
pen von Neigungsdreiecken oder auch das Umprojizieren sind letztlich
Abbildungen, in denen meist versucht wird, eine allgemeine Lage auf
bekannte Spezialfdlle zurilickzufiihren; z.B.: et

Der windschiefe Abstand kann in den skizzierten a"
Spezialfdllen sofort angegeben werden; also wird

man im allgemeinen Fall etwa durch Umprojizieren .—0b"
versuchen, den Fall auf die bekannte Speziallage d"=
zurilickzufiihren. : o

v Gerade im Hinblick auf die Kollegstufe kann man

das Mehrtafelverfahren als eine Abbildung im Sin- ‘ b'
ne der Darstellungstheorie auffassen. o

Zum SchluB will ich auf die Erzeugung von Grenz- ﬁ-'
fdllen, deren LOsung einfacher als eine gestell- a
te Aufgabe ist, zu sprechen kommen:

Eine Methode, die sich in moderner Konstruktionstechnik bestens be-
wdhrte, beruht auf dem sogenannten Aufblasen oder Schrumpfen lassen
von Teilen einer Figur. Genaueres folgt:
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Kugel und Kreis haben imagindre Fernpunkte, deren Lage vom Radius
unabhdngig ist; d.h. interessiert man sich nur filir ein Fernpunkts-
verhalten einer Konfiguration (also z.B. interessiert man sich

flir eine Richtung), so darf man z.B. die Radien der beteiligten
Kreise und Kugeln veré&ndern, ohne das Fernpunktsverhalten zu st&-
ren. Der Beweis dieser Behauptung 1ld8t sich mit projektiven Ko-
ordinaten im Rahmen der folgenden Beispiele leicht erbringen;
trotzdem wirde ich die allgemeine Sanktionierung dieser Behauptung
am Gymnasium filir liberfllissig halten. Dort reicht es durchaus, wenn
man gelegentlich ein "Aufblasbeispiel” bringt. Die Richtigkeit
unseres Handelns 1l&B8t sich dann immer auch am Beispiel mit den er-
lernten elementaren Methoden bestdtigen.

Schneidet man eine Kugel mit einem Kegel und liegen Kugel und
Kegel symmetrisch zu einer RiBtafel, so ist der RiB der Ver-
schneidungskurve stets Teil einer Parabel, weil durch Aufblasen
die allgemein gelegene Kugel stets in den Spezialfall iiberge-
fihrt werden kann, wo sie den Kegel ldngs eines Kreises beriihrt.
Diesen Kreis sieht man im RiB als Strecke, also als Teil einer
Geraden, die bekanntlich nur einen Fernpunkt hat; deshalb kann
die Verschneidungskurve der Ausgangslage auch nur einen Fern-
punkt haben. Man weiB,der RiB der Verschneidungskurve ist eine
Kurve zweiter Ordnung. Unter allen Kurven zweiter Ordnung ist
aber die Parabel die einzige mit genau einem Fernpunkt.

Genauso findet man: Schneiden sich zwei Zylinder so, daB die
Zylinder symmetrisch zu einer RiBtafel liegen, so ist der RiB
der Verschneidungskurve ein Teil einer Hyperbel, weil durch
"Aufblasen" eines der Zyllnder die linke Zeichnung in die
Fechte dibergeht.




5.3 Das eben beschriebene Verfahren sollte sicher nicht an einer all-
gemeinbildenden Schule praktiziert werden; trotzdem gibt es Bei-
spiele in jedem Geometrielehrbuch, wo in abgeschwidchter Form die
eben beschriebenen Zusammenhinge schon immer ausgefiihrt wurden:

Sucht man die gemeinsamen &duBeren Tangenten zweier Kreise, so 148t
man beide Kreise jeweils um den gleichen Betrag schrumpfen, bis

der kleinere Kreis ein Punkt ist. Dann legt man von diesem Punkt
die Tangenten an den verbliebenen Kreis und blist wieder auf.

Unverstdndlich bleibt nur, weshalb es beim "normalen" Curriculum
bei diesem einen Beispiel der allgemeinen Methode bleibt.

5.4 Will man den Inkreis eines Dreieckes bestehend aus zwei Strecken
und einem Kreisbogen bestimmen, so scheint dies schier unmdglich.
Wer Abbildungsgeometrie gelernt hat und gewohnt ist, an Figuren
in Gedanken Teile zu verdndern, kommt auf die Idee, unter Beibe-
haltung der Geradenrichtungen alles so lange schrumpfen zu lassen,
bis aus dem Kreisbogen sein Mittelpunkt geworden ist. Dann 148t
sich der "Inkreis", d.h. ein Kreis, der die beiden verbleibenden
Seiten beriihrt und durch den Kreisbogenmittelpunkt geht, durch
eine zentrische Streckung konstruieren. SchlieBlich wird alles
wieder zur Ausgangslage aufgeblasen. Von den beiden m&glichen
Beriihrkreisen wird nur einer im Folgenden konstruiert.

Zur Verdeutlichung des Aufblasvorganges wurde auBen um das Dreieck
ein Dreieck als Parallelkurve gezeichnet, mit dem ein elementar-
geometrischer Beweis gefunden werden kann.

5.5 Jetzt kann man auch den Inkreis fiir ein Dreieck, das aus drei Kreis-
bégen gebildet wird, konstruieren: Durch stereographische Projek-
tion fuhrt man 5.5 auf 5.4 zuriick:



Wie man insbesondere den’'angefiihrten Beispielen ansehen kann, ist es

nicht mdglich, angewandte Figurengeometrie ohne Abbildungsgeometrie -zu
betreiben.
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