Hans Walser und Emese Vargyas

Verallgemeinerung des Satzes vORIXNNI

Der Satz von WiANI * besagt, dass in einem gleichseitigen Dreieck diarSe der Absténde von einem belie-
bigen Punkt im Innern des Dreieckes unabhangigdesriLage des Punktes ist. Wir haben also eine vz

Der Invariantenbegriff ist in der Mathematik zehtréele Satze der Mathematik lassen sich mit Hilfm
Invarianten formulieren und verstehen. Fir die Besevkommen verschiedene Losungswege zur Spraahe, di
je einen eigenen Aspekt der Mathematik beleucHbmr. Satz von WIANI kann in verschiedener Hinsicht
verallgemeinert werden.

1. Der Satz von WIANI

Wir wahlen einen PunkP im gleichseitigen Dreieck und messen dessen Abstanb und c von den drei
Dreiecksseiten (Abb. 1).

Wir stellen fest: Wenn wir den PunRtvariieren, andern zwar die drei Abstarajdo undc, aber ihre Summe
a + b + c bleibt konstant. Diese Aussage ist 8atz von WIANI (siehe ASINA und NELSEN[1] S. 112).

Abb. 1: Abstdnde von den Dreiecksseiten Abb. 2: Vincenzo WIANI (1622-1703)

Frage 1: Wie kann der Satz voniViANI bewiesen werden?

Frage 2: Wie ist es in einem nicht gleichseitigen Dreieck?

2. Weitere Beispiele

Wir suchen andere Figuren mit konstanter Abstamdssel Das einfachste Beispiel ist der Parallelstreif
(Abb. 3).

Damit haben alle konvexen Vielecke, welche als Bscbnitte von Parallelstreifen gedeutet werden &inn
ebenfalls eine konstante Abstandssumme. Dazu get@uadrat, Rechteck, Rhombus, Parallelogramm und
viele mehr. Abb. 4 zeigt ein Beispiel.

! Vincenzo Wviani (5. April 1622 bis 22. September 1703) war ein $ahiind Mitarbeiter GLILEIS. Er publizierte eine italienische
Version von BEKLID s Elementen. Die MiANI sche Kurve, die Schnittkurve der Kugel mit einenfiriier von halbem Radius, fuhrt zu
Flachenteilen auf der Kugel mit rationalem Flachéait.
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Abb. 3: Parallelstreifen Abb. 4: Konstante Abstandssumme

Das Sechseck ist recht unregelmafig, gegenubentiege/inkel sind aber gleich grof3.
Frage 3: Wie ist es mit einem PunktaulRerhalb des Parallelstreifens?

Frage 4:Gibt es auch krummlinig begrenzte Beispiele?

3. Regelmalige Vielecke

RegelmaRige Vielecke, insbesondere solche unge-
rader Eckenzahl, haben ebenfalls eine konstante
Abstandssumme. Um dies einzusehen, zerlegen
wir dasm-Eck vom PunkP aus inm Dreiecke mit

je einer Seite als Basis (Abb. 5 fur das regelmafi-
ge Funfeck).

Fur den gesamten Flacheninh@t des m-Ecks

erhalten wir:
m m
1 1
A = Eshk = =S z hk
k=1 k=1

Daraus ergibt sich fir die Summe der Absténde
den von der Position vad unabhangigen Wert: Abb. 5: Regelmafiges Fiinfeck

m
-2
€=
k=1

Frage 5: Wie ist es mit regelmaRigen Vielecken gerader Bz&hl?

4. Gleichseitige Vielecke

Der Beweis fiur die regelméRigen Vielecke benitztdia Gleichseitigkeit des regelméRigen Vieleckesht
aber seine Gleichwinkligkeit. Daraus folgt, dase Higenschaft der konstanten Abstandssumme bédieits
konvexe gleichseitige Vielecke gilt. Die Konvexitét wichtig, wie die Abb. 6 lehrt. Die Summe delpsédnde
von P zu den Seiten ist deutlich kleiner als die SummeAbstande vo® zu den Seiten.

Wenn wir allerdings je nach Halbebene auch neg#b&ténde zulassen und ihre Summe algebraischeachn
kénnen wir die Bedingung der Konvexitat weglassen.
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Abb. 6: Nicht konvexes gleichseitiges Vieleck Abb. 7: Pentagramm und Davidstern

Frage 6: Wie ist es im Pentagramm oder im Davidstern (AQB.

5. Gleichwinklige Vielecke

Die Abstandseigenschaft gilt allerdings auch fi@iadiwinklige Vielecke. Um dies einzusehen, gehemvwein
einem regelméRigen Vieleck aus und verschiebenaglae mehrere Seiten parallel (Abb. 8).

Abb. 8: Parallele Verschiebung der Seiten

Fir die neue Abstandssumme erhalten wir:
m m m

Z(hk+5k) =th+z5k

k=1 k=1 k=1

Die Abstanded, und damit der Zusatzterm rechts ist nicht von ldege des PunkteB abhangig und daher
auch konstant.
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6. Uberlagerungen A

Aus zwei Polygonen mit konstanter Abstandssum-
me konnen wir durch Uberlagerung und Durch-
schnittsbildung ein neues Polygon mit konstanter
Abstandssumme gewinnen. Die Abstandssumme
der Uberlagerung ist die Summe der Abstandssum-
men der beiden Startpolygone. Abb. 9 zeigt die
Situation fiir die Uberlagerung eines gleichseitigen
Dreiecks mit einem Rechteck. B

Abb. 9: Gleichseitiges Dreieck und Rechteck

7. Allgemeiner Fall

Wir suchen ein allgemeines Kriterium fir eine kams¢ Abstandssumme. Dazu fragen wir zundchst umge-
kehrt, wie sich in einem beliebigen Polygon beidéhieben des Punkt®sdie Abstandssumme andert.

Anderung der Abstandssumme:

Zur Berechnung von Abstdnden von einer Geradentlgamdwir den Normaleinheitsvektor dieser Geraden
(Prinzip der HssischeR Normalform). Verschieben wir einen Purikium einen Vektor, so ist die Anderung
seines Abstandes von einer Geraden die Projek@sn\etrschiebungsvektors auf den Normaleinheitsvekto
dieser Geraden, also das Skalarprodukt des Velsahisvektors mit dem Normaleinheitsvektor der Gemnad
Bei mehreren Geraden ist die Anderung der Abstamds® die Projektion auf die Vektorsumme der Normal-
einheitsvektoren der beteiligten Geraden. AbbillliStriert den Sachverhalt fiir ein Dreieck. Disuttierende
Vektorsumme ist fett eingetragen.

Genau fir ein gleichseitiges Dreieck verschwindetwektorsumme.

Abb. 10: Summe der Normaleinheitsvektoren

Konstante Abstandssumme:

Aus unseren Uberlegungen folgt: In einem Poly-
gon ist die Abstandssumme genau dann konstant,
wenn die Summe der nach innen gerichteten Nor-
maleinheitsvektoren verschwindet.

Die Abb. 11 zeigt, wie wir nun ein solches Poly-
gon konstruieren kénnen. Wir zeichnen zuerst ein
geschlossenes gleichseitiges Vektorpolygon, also
das ,Normalenbild“ des zukiinftigen Polygons.

Anschlie3end zeichnen wir ein zum Normalenbild _
passendes Polygon. Wir haben viele freie Parame- Abb.11: Konstruktion
ter.

2 In der Hesseschen Normalformax + by —c =0 einer Geraden ist? + b? = 1. Otto Ludwig Hesse (* 22. 4. 1811 in K6nigsberg,
+ 4. 8. 1874 in Munchen) lehrte in KdnigsbergJlel Heidelberg und TH Minchen Mathematik.
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8. Bearbeitung der Fragen

Bearbeitung der Frage 1 Fir den Beweis des Satzes voriNI gibt es verschiedene Méglichkeiten.

Erster Losungsweg/erschieben von Dreiecken:
Abb. 12 skizziert einen Verschiebungsbeweis miti€een. Dieser Verschiebungsbeweis zeigt zudens das
die Summe der Abstande gleich groR ist wie die ézteshdhe.

/0 Ak A AN

Abb. 12: Verschiebungsbeweis

Beweise dieser Art finden sich als Bilderfolgen dgr@ofs without words in wUS [3] S. 139, KKWASAKI [6]

S. 213 und HLSEN[7] S. 15.
Py
1

Zweiter LésungswegVerschieben
des Punktes:
Wir verschieben den PunkP
zunachst parallel zu einer Drei-
ecksseite (Abb. 13a). Einer de
drei Abstande bleibt dabei unver-
andert. Die beiden anderen Ab
sténde verandern sich so, dass d
eine um genau so viel verkirzi P P
wird wie der andere verlangert. !
a) b)

lhre Gesamtsumme bleibt dahe
unverandert.

Eine beliebige Verschiebung des Abb. 13: Verschiebung des Punktes parallel zu Rksiseiten

PunktesP kann nun in zwei Schritten ausgefiihrt werden (At8h), wobei die erste Verschiebung parallel zu
einer Dreiecksseite erfolgt und die zweite Versohigy parallel zu einer anderen Dreiecksseite.

Dritter LosungswegFlachenberechnung:
Wir berechnen die Dreiecksflache auf zwei Artenl{Ab4): Dreiecksflache % + % + ';—S = %
Somitist a + b + ¢ = h; die Summe der Abstande ist also invariant.

Abb. 14: Flachenberechnung
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Rechnerische Beweise gebeoXETER, GREITZER[4] S.93 sowie G0OD, CHIPMAN [5]. In beiden Fallen wird
der Satz nur inhaltlich gegeben, der Nam@ARI aber nicht erwéhnt.

Vierter LésungswedKaleidoskop:
Wir kaleidoskopen das Dreieck, das heil3t wir sgiegs sukzessive an den Dreiecksseiten (Abb. 15).

Abb. 15: Kaleidoskop

In Abb. 15 ist nun ein Zickzackweg mit der Lange + 2a + 2c + 2b + 2a + 2¢ = 4(a + b + ¢) eingetra-
gen. Der Shortcut, also der direkte Weg vom Anfanggt bis zum Endpunkt des Zickzackweges hat die L&
ge &. Die einzelnen Abschnitte des Zickzackweges sigkgiber dem Shortcut ugB8C°® geneigt. Bei ihrer

Normalprojektion auf den Shortcut haben wir alsweai Verkirzungsfaktoros(+30°) = g ~ 0,866. Somit

ist:4(a+b+c)§=3s = a+b+c=gs=h

Die Abstandssumme ist also invariant.

Beispiele dafiir, wie man das Dreiecksgitter alsbfenmlésemethode anwenden kann, findet man unteg-and
rem in BANEA [2] Seite 231 un€COXETER, GREITZER[4] Seite 93.

Funfter LésungswedNiveaulinien
Die drei Geraden mit den Geradengleichungetos (k ?) + y-sin (k 23—”) +1=0, k€{1,23} begrenzen

ein gleichseitiges Dreieck. Die drei Geradengleian sind in der Hesseschen Normalform. Daher djét
Funktion

° 27'C 27[;
flx,y) = Z |x-cos (k?) + y-sin (k?) + 1|
k=1

die Summe der Abstinde eines Punigés y) von den Dreiecksseiten.
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Abb. 16 zeigt den Niveaulinien-

plot fur diese Funktion. Fir Punkte
im gleichseitigen Dreieck haben

wir das konstante Niveau 3. Au-

Rerhalb des Dreieckes steigen die
Funktionswerte an.

Wenn wir in der Funktiorf (x, y) die Betragsstriche weglassen, also mit der Funktio

g(x,y) = 23: (x-cos <k23—n) +7y-sin (kz?n) + 1)

arbeiten, sind auch negative Abstdnde mdglich. Wege

i )=y (kzn)—o a 2y )_Z_(an)_O e g(0,0) =3
3290y = cos{k—-)=0 un ayg x,y) = sin{k—]=0 sowie g(0,0) =

k=1 k=1
ergibt sich die konstante Funktigrtx,y) = 3.

Bearbeitung der Frage 2 In einem nicht gleichsei-
tigen Dreieck ist die Abstandssumme nicht invari-
ant. Wird der Punkt in Richtung des spitzesten
Winkels verschoben, vergréRert sich die Abstands-
summe (Abb. 17).

Bearbeitung der Frage 3 Einer der Abstdnde muss
negativ gerechnet werden.

Bearbeitung der Frage 4 Ein krummlinig be-
grenztes Beispiel ist der Kreisring (Abb. 18).

Bearbeitung der Frage 5 Regelmafige Vielecke
gerader Eckenzahl sind Durchschnitte von Parallel-
streifen.

Bearbeitung der Frage 6 Im Kernbereich ist die
Abstandssumme invariant. In den Spitzenbereichen
muss derjenige Abstand, welcher zum Kernbereich
weist, negativ gerechnet werden.
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