Karlhorst Meyer

Beobachten und Auswerten nicht linearer Geometrie'

1. Einleitung

Wir leben in einer Zeit, in der die Schule glaubt, Unterrichtsstoff so einschrianken zu kénnen, dass der verblei-
bende Rest von allen Schiilern? verstanden wird. Eigenartigerweise zeigt sich dann nach jeder Stoffreduktion,
dass es immer noch Schiiler gibt, die wenig verstehen und deshalb wird weiter ,,entfrachtet”, was nachweisbar
im Fach Mathematik seit 1880 Mode ist, als damals ein Arzt erkannt hatte: ,,Mathematik macht Jugendliche
krank* (siche LORINSER 1836 ,,Zum Schutze der Gesundheit in Schulen* nach KATJIA KRUGER [1]).

In Wirklichkeit werden die Reduktionen auch dadurch verursacht, dass zu wenige Lehrerinnen und Lehrer
einen iibergeordneten Lehrplan verfolgen, weil sie sich schon lange auf Einzelbeispiele der Mathematik zu-
riickgezogen haben. Fragt man vor einem solchen Vortrag einen ihrer Vorgesetzten, was man als Vortragender
tun soll und kann, kommt sehr schnell die Antwort: ,,Bringen Sie vor allem schone Beispiele, am besten vertei-
len Sie hierzu ein Manuskript®. Bezogen auf Anféinger ist dieser Standpunkt durchaus berechtigt, aber man
sollte Beispielmaterial auch an sie nicht weitergeben, ohne die verbindenden Aspekte und ihren Stellenwert fiir
das Gesamtcurriculum zu nennen. Abgesehen von den Anfiéingern ist es fiir alle anderen sicher besser, nicht in
der hduslichen Bibliothek (sprich ,,Internet™) nach Beispielen zu suchen, sondern geeignete Beispiele im Alltag
ohne Bibliothek zu erkennen — oben heift es zu beobachten — und zu verwerten — oben auswerten genannt.

Auch das Hochschulcurriculum wird seit geraumer Zeit ,,entfrachtet®, weil der Auftrag, Studenten im Studium
an die Forschung heranzufiihren, nicht mehr gestattet, manches zu lehren von dem man glaubt, hierauf verzich-
ten zu koénnen, auch wenn die betroffenen Berufe noch durchaus ein Interesse an solcher Lehre hitten. So wer-
den fiir Lehramtskandidaten kaum mehr Reelle Zahlen bzw. Elementargeometrie gelesen. Auch ist interes-
sant, dass man glaubt, bei Ingenieuren auf Konstruktive Geometrie verzichten zu konnen, weil ja die Schule
Darstellende Geometrie lehrt, was aber auBerhalb von Osterreich im deutschsprachigen Raum nicht mehr ge-
schieht. Man darf auch nicht tibersehen, dass zwar der Computer die Zeichenarbeit abnimmt und doch raumge-
ometrische Kenntnisse vorhanden sein miissen, wenn man nicht auf ,,Besonderheiten der Software* hereinfal-
len will (siehe z. B. Kapitel 2.2.5). In Wirklichkeit sind Vorlesungen, auf die heute verzichtet wird, nicht mehr
forschungsrelevant und deshalb haben Hochschullehrer an ihnen wenig Interesse.

Man kann an der Schule keine Wiedereinfithrung verlorener Dinge initiieren, weil es mittlerweile kaum noch
einen Lehrer gibt, der solches vermitteln konnte. Also ist doch die Universitdt gefordert, die entstandenen Lii-
cken zu schlieffen.

Der Streichungsprozess geht an den Universititen noch weiter: Ein Bundesland hat beobachtet, wie nur noch
einige Studenten die Vorlesungen Grundlagen der Geometrie, Algebra und Zahlentheorie besucht haben
und will deshalb diese Traditionsvorlesungen fiir Gymnasiallehrer aus der Studienordnung streichen, weil man
glaubt, hier wiirde fiir Lehrer nur Unwichtiges vermittelt.

In den Schulcurricula der einzelnen Lander kommt heute praktisch nur noch lineare Geometrie vor, wenn man
von dem Wenigen an Kreisen und Kugel absieht, die aber dann beim Rechnen auch gemieden werden; denn
wenn man keine Kenntnisse hat, fiihrt ja der Schnitt zweier Kreise auf ein Problem der Ordnung 4, was ein
Schiiler i. Allg. nicht 16sen kann. In vielen Bundeslandern finden am Lehrplan Kiirzungen statt, siche Darstel-

! AnschlieBend an den Vortrag ,,Lineare Geometrie am Gymnasium reicht nicht, wenn die Abiturienten Mathematik anwendende Berufe
ergreifen wollen®, gehalten an der Friedrich-Schiller-Universitdt Jena am 2. 11. 2004.
2 Der Leser mdge entschuldigen, wenn zur Textvereinfachung nur Schiiler, Lehrer usw. genannt werden.
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lende Geometrie, sphirische Trigonometrie, komplexe Ebene, Kegelschnitte, geometrische Ortsaufga-
ben, Parameter-Darstellung von Kurven, Polarkoordinaten, Kriimmungsuntersuchungen in der Analysis
u. v. m.

Auf der anderen Seite sind die Erwartungen der Abnehmer der Gymnasialabsolventen eher grofer als kleiner
geworden. Das beginnt bei Lehrlingen mit den modernen computergesteuerten Werkzeugmaschinen und wirkt
sich vor allem bei Studenten aus, deren hohe Abbrecherquote (40% bis 60% der Studienanfénger) in den uns
beriihrenden Féchern weniger durch nicht verstandene Vorlesungen als durch fehlende Schulerfahrung im
Rechnen und Zeichnen ihre Ursache hat, wie uns Professor Dr. Pfeiffer von der TU Miinchen vor einigen Jah-
ren belegt hat (siche PFEIFFER [1]). Man wiirde heute bereits 30% der Reifepriiflinge fiir Mathematik anwen-
dende Berufe bendtigen, Tendenz steigend. Wir miissen deshalb nicht ,,Lehrpléne entfrachten®, sondern uns
bemiihen, einem groBeren Schiilerkreis die urspriingliche Freude an Mathematischem zu erhalten und die
Chance zu nutzen, die Schiiler mehr zu lehren. Hierzu werden wir uns auch bequemen miissen, mit der Mathe-
matik im Unterricht anders umzugehen.

Sicher reicht es nicht, wenn sich der Lehrer in jeder Oberstufenklasse des Gymnasiums bemiiht, die Analysis
zu begriinden und deshalb jedes anschaulich verstindliche Sitzchen beweist. Ganz Ahnliches gilt fiir den Ge-
ometrieunterricht. Wir miissen Schwerpunkte setzen, die aber auch bisher vernachléssigte Bereiche exempla-
risch und vor allem einprdgsam auseinandersetzen. Ich will das, was ich meine, anhand einiger Thesen festhal-
ten:

—  Zuerst braucht man Wissen, um Mathematik zu machen. Aus diesem Grund muss der Unterricht zu-
kiinftig mehr Wert auf die Entstehung von Wissen und auf dessen Erhaltung legen.

—  Man braucht aber auch Ideen und Fantasie, um zu mathematischen Vermutungen zu kommen. Hier-
zu muss man vor allem in der Geometriec Zusammenhiinge sehen, beobachten konnen. Der Lehrer
muss allméhlich seine Schiiler befahigen, selbstdndig zu beobachten.

— Hat man eine Vermutung, die ,,verniinftig” zu sein scheint, kommt ein Beweis, eine gewisse Art der
Auswertung. Erst, wenn man einen Beweis erfolgreich abschlieBen kann, hat man einen Satz gefun-
den.

—  Im Unterricht muss nicht jeder Satz bewiesen werden. Oft reicht es, einen Satz plausibel zu machen
und mitzuteilen, wer ihn bewiesen hat. Auch sollte jeder Lehrende so viel beweisen, dass der Lernen-
de die Methoden der einzelnen Theorie aber auch ihre Grenzen beherrschen lernt.

— Anwender haben mir gerade in letzter Zeit deutlich werden lassen, dass der Beweis nicht nur die be-
schriebene innermathematische Bedeutung hat. Anwender schreiben hiufig ihre Uberlegungen unvoll-
stindig auf, so dass z. B. ein Nachfolger nicht mehr verstehen kann, was einst {iberlegt worden ist.
Hier entsteht auch eine Aufgabe fiir die Schule im Bereich Beweisen: Beweise halten in ihrer Nieder-
schrift mathematische Ideen so fest, dass ein anderer sic nachvollziechen kann. Auch dieses ist eine
Art des Auswertens von Beobachtetem, d. h. Erkanntem.

Man muss heute fiir sehr viel mehr Menschen Mathematik-Vorlesungen halten, als dies noch vor 50 Jahren der
Fall war. Hinsichtlich didaktischer Erfordernisse muss man aber leider zugeben, dass sich nur sehr selten der
Stil der Mathematik-Vorlesungen gegeniiber damals geéndert hat. Unter dem Druck, eine neue Generation an
die mathematische Forschung innerhalb von 10 bis 12 Semestern heranfithren zu miissen, steigt man in die
Mathematik mit Darstellungen ein, die zwar héufig noch rein sprachlich den Zusammenhang mit geometri-
schen Urspriingen, z. B. beim Terminus ,,Raum®, vermuten lassen, der Student aber weit iiberfordert ist, solche
Zusammenhinge von sich aus zu erkennen, wenn er nicht bereits auf der Schule — oder wie DIEUDONNE in
seinem Cours d’analyse in der Einleitung andeutet — in einem einschldgigen Vorkurs Anschauungsmaterial
kennen gelernt hat. Leider ist dies nicht immer gegeben. Nur selten erkennen so z. B. Ingenieurstudenten, wes-
halb sie sich mit Analysis mit all den Konvergenzkriterien befassen sollen, wenn der Bezug zu ihrem ange-

Mathematikinformation Nr. 58



11

strebten Beruf nicht hergestellt wird oder zumindest geklart wird, weshalb es nicht reicht, mit dem Computer
sich stabilisierende Zahlenkolonnen zu beschaffen.

Bei Hochbegabten kann man solche Méngel nicht feststellen; sie {iberspielen Liicken der Schule, sie helfen sich
selbst. Nur leider ist der Bedarf an Nachwuchskréften in unserer High-Tech-Gesellschaft so grof3, dass man ihn
mit den Hochbegabten allein nicht abdecken kann.

Hier beginnt das Bemiihen um eine bessere Schule, die uns das angenehme Leben in einer Industrienation auch
noch in Zukunft ermdglichen soll. Schlimm ist nur, dass erforderliche Ideen fiir die Schule seit langem schon
unbekannt sind und man sie deshalb wieder von auflen an das Gymnasium heranschaffen muss. Schlimmer
noch ist der Umstand, dass die Vor- wie auch Fortbildung der Lehrerschaft hiufig nicht ausreicht, Einschldgi-
ges fiir die Schule durch die Lehrer selbst aufzubereiten.

Wie man zu mathematischen Ideen im Rahmen des Schulunterrichts durch Beobachten kommen kann, wird im
Folgenden auseinandergesetzt:

Abbildung 1 besteht nur aus Kreisbogen und Strecken. Sie ist eine frithe Studienarbeit im Maschinenbau. Es
steckt eine Menge Schulgeometrie in der Zeichnung, die die Universitdt oder Fachhochschule stillschweigend
vom Gymnasialbesuch her als bekannt voraussetzt; dies gilt vor allem dann, wenn die Querschnittsfliche be-
rechnet werden soll.

Es handelt sich um einen Querschnitt eines Ventils. Die in der Stromungsmechanik berechneten Wandungen
werden durch sich beriihrende Kreisbogen angenidhert. Der theoretische Hintergrund fehlt dem Studenten noch
zum Zeitpunkt, in dem er diese Zeichnung zu fertigen hat.

Sicher, es gibt hierzu auch einfachere Beispiele, etwa die Ausrundungen der Gehsteige bei einer StraBenkreu-
zung; das wire dann ein einfiihrendes Beispiel fiir die Schule. Hier soll zunéchst das schwierige Beispiel vorge-
fithrt werden:
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2. Ideen fiir einen nicht nur linearen Geometrieunterricht

2.1 Themen ab der fiinften Jahrgangsstufe

2.1.1 Beobachten und Zeichnen

Der mathematische Laie bezieht seine Meinung iiber Mathematik in aller Regel aus dem von ihm besuchten
Unterricht. Sehr haufig ist er davon iiberzeugt, dass allein die Logik zu mathematischen Erkenntnissen fiihrt
und deshalb eigentlich gar nichts Neues in der Mathematik erforscht werden kann. Meist ist ihm unversténd-
lich, dass allein Experimentieren, also das Rechnen von Beispielen oder das Anfertigen von Skizzen, mathe-
matische Zusammenhinge sichtbar werden lésst, die dann anschlieBend erst — oft in einem mithsamen zweiten
Anlauf — ins mathematische Gebdude eingereiht werden, sprich bewiesen werden. Haufig wird also die Un-
kenntnis des Laien von einem Unterricht verursacht, der das Experimentelle der Mathematik meidet.

Der Geometrie-Anfangsunterricht an der Schule hat auch das Ziel, Zeichnen und Skizzieren zu lehren, um
Schiiler hinzufiihren, anderen Personen mathematische Inhalte zu erklaren. Umso ndher hierbei eine Skizze der
,»Wirklichkeit kommt, desto mehr regt sie die eigene Vorstellungskraft und auch die unseres Gegeniiber an.
Und jede Zeichnung hat eigentlich dieses Ziel.

Man stellt die folgende Aufgabe: Ein Polizeiauto fahrt nachts auf einem Kreis um einen Verbrecher, den es
trotz eines Suchscheinwerfers auf dem Fahrzeugdach nicht sehen kann. Will der Schiiler die Ursache hierfiir
einem anderen erkléren, so ist er gut beraten, mit einer Zeichnung zu erklaren.

Der Schiiler muss deshalb friihzeitig ermutigt werden, selbststindig geeignete Skizzen anzufertigen, er muss
aber auch lernen, entscheidende Dinge an Zeichnungen zu erkennen. Gute Schiiler einer 5. Klasse (andere spé-
ter) erkennen dann auch, wie man vorhandene Zeichnungen besser machen kann:

Gegeben ist eine Kugel mit Nordpol und Aquator und ein Punkt P der nérdlichen Halbkugel. Durch N und P
wird eine Gerade festgelegt, die die Aquatorebene in P” schneidet. Der Schiiler betrachtet Abbildung 2 und
argumentiert etwa wie folgt:

P

Abb. 2 Aus der mathematischen Literatur Abb. 3 Bessere Zeichnung
Der Aquator ist ein Kreis, der iiberall glatt ist, also in der Ansicht keine Spitze haben kann. Ob der Schiiler

,sieht, dass der Nordpol nicht auf dem Umriss der Kugel liegen kann, ist unwahrscheinlich. Die Gerade ,,geht
nach vorne®, also muss P’ auch ,,vorne* liegen; usw.
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Die Frage ist: ,, Wie trainiert man hierzu die Schii-
ler? Vor einiger Zeit hat KRAMER [1] gotische
Fenster u. 4. von Sechsklasslern (zu Beginn eines
Schuljahres, also mit den Kenntnissen einer Klasse
5) abzeichnen lassen, ohne dass irgendwelche
geometrischen Sétze liber Kreise bekannt waren.
Die Schiiler haben die Fenster erst nachzeichnen
konnen, als sie u. a. beobachtet hatten, dass an
Beriihrstellen und ,.glatten” Ubergéingen die Mit-
telpunkte angrenzender Kreisbogen mit dem Be-
rithrpunkt auf einer Geraden liegen miissen.

Sind solche Kenntnisse wirklich wichtig? Abb. 4 Gotisches Fenster vercinfacht

Geraden und Kreise sind die einfachsten geometrischen Punktmengen, die in der Technik oft dazu dienen,
andere Kurven zu approximieren. Zum anderen dienen Kreise dazu, moglichst glatte Uberginge — sprich Aus-
rundungen — im Straenbau aber auch Maschinenbau zu bekommen. Abbildung 1 wie die folgenden Abbil-
dungen 5 und 6 werden von Erstsemestlern als Ubungsaufgaben gezeichnet (u. U. auch mit CAD), wobei aber
hiufig zu beobachten ist, dass Studenten gerade die oben angesprochenen Kenntnisse fehlen. Die mathemati-
schen Vorlesungen wie auch Ingenieurvorlesungen gehen hierauf nicht ein oder zumindest zu spit, wenn die
Studenten ldngst in einem héheren Semester sind.

Wiinschenswert wire, wenn Schiiler und Lehrer selbstdndig solche Beispiele finden und dann beobachten
konnten, um sie schlieBlich auszuwerten, indem sie mathematische GesetzméaBigkeiten, die zu einer Konstruk-
tion fithren, erforschen.
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Abb. 5 Frithe Studienarbeit Abb. 6 Friihe Studienarbeit

2.1.2 Mathematik im Erdkundeunterricht

In vielen Bundeslandern beginnt der Erdkundeunterricht in Klasse 5 mit dem, was man frither mathematische
Geographie in Klasse 10 genannt hat. Ob das gut ist oder vermieden werden soll, sei dahingestellt, wenngleich
es manchmal zu empfehlen ist, eine gemeinsame Fachsitzung zwischen Geographielehrern und Mathematikern
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zu halten, um den Erdkundelehrern auseinanderzusetzen, welche mathematischen Probleme in ihrem Fach in
Klasse 5 als gelost vorausgesetzt werden. Tragisch ist nur, dass im Mathematiklehrplan vieler Bundeslander in
der Klasse 10 zwar die Kugel behandelt wird, dann aber auch kaum mehr gelehrt wird, als der Geographie-
lehrer in Klasse 5 bereits als Allgemeinwissen der Gymnasialneulinge vorausgesetzt hat.

Es folgen Kugeleigenschaften fiir Klasse 10, auf die man zumindest hinsichtlich eines anschlieBenden Ingeni-
eurstudiums nicht verzichten kann:

—  Definition: Die Menge aller Punkte P des Raumes, die von einem festen Punkt A gleiche Entfernung r
haben, bilden eine Kugel; liegen die Punkte dariiber hinaus in einer Ebene, so bilden sie einen Kreis.
Man moge beachten, der Kreismittelpunkt ist so noch nicht definiert. Unmittelbar folgt:

—  Satz: Der ebene Schnitt einer Kugel ist leer oder einpunktig oder ein Kreis. Es gibt Klein- und GroB-
kreise.

— Satz: Lisst man einen Kreis um einen seiner Durchmesser rotieren, so entsteht eine Kugel.

—  Satz: Falls eine Ebene eine Kugel in einem Kreis schneidet, féllt man das Lot vom Kugelmittelpunkt
auf die Schnittebene, dann ist dessen Fulpunkt Mittelpunkt des Kreises.

— Satz: Die Gerade durch den Kugelmittelpunkt und den Schnittkreismittelpunkt steht auf der Schnitt-
ebene senkrecht.

— Satz: Die Senkrechte zur Ebene des Schnittkreises in dessen Mittelpunkt 1duft durch den Kugelmittel-
punkt.

—  Geht man von einer Kugel aus und betrachtet alle Ebenen durch zwei Gegenpunkte der Kugel, so er-
hélt man nur GroBkreisschnitte. Man beachte, dass mit zwei Gegenpunkten auch der zugehdrige
Durchmesser in jeder dieser Ebenen liegt.

—  Satz: Durch zwei Kugelpunkte, die nicht Gegenpunkte sind, ldsst sich genau ein GroBkreis legen.

—  Allein mit Schultrigonometrie ldsst sich begriinden:
Satz: Die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Kugelpunkten liegt auf einem Grofkreis.

—  Satz: Jeder Punkt auf der Kugel ist durch Angabe zweier Winkel und dem Kugelradius festgelegt.

— Die Parallelprojektion einer Kugel ist eine Ellipse (genannt Umriss), die Orthogonalprojektion ein
Kreis (genannt Umriss). Projiziert man eine Kugel samt einem Grof3kreis orthogonal, so beriihrt die
Bildellipse des GroBkreises (die also keine Strecke ist) in 2 Scheiteln das Kugelbild. Projiziert man ei-
nen Kleinkreis, so sind die Umrissberiihrpunkte der Kleinkreisellipse nicht Scheitel. Sieht man den
Aquator einer Kugel als Ellipse, so kann der zum Aquator gehdrige Nordpol nicht auf dem Kugel-
umriss liegen.

Vielen Buchautoren bis hin zu Wissenschaftlern sind solche Sétze scheinbar unbekannt. An der Schule muss
man sie nicht alle beweisen, oft wird es geniigen, dass die Schiiler ihre Richtigkeit einsehen.

Abb.7 Kugel mit GroB- und Kleinkreis Abb.8 Freihandzeichnung einer Kugel
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Wichtig scheint zu sein, Schiiler erkennen zu lassen, was z. B. alles an einem Bild wie oben in den Abbildun-
gen 2 und 3 rund sein muss. Dann kommt das Hinterfragen, das Auswerten, wie etwa in Abbildung 7 darge-
stellt. Erst jetzt entsteht vertieftes Verstindnis, das dann z. B. angehenden Lehrern ermdglicht, Abbildung 8 als
Freihandzeichnung an die Tafel zu zaubern; hierbei sind Linien eingezeichnet, die der Lehrer sich wihrend des
Zeichenvorgangs ,,nur denkt®.

In einer Technik, die z. B. Kugellager benutzt, sind solche Kenntnisse ,,lebensnotwendig®. Und es ist auch klar,
dass in einem Studium keine Zeit ist, diese an sich fiir das Gymnasium bestimmten Inhalte an der Universitdt
zu lehren.

2.1.3 Gleichdicke

Zu oft bringt der Geometrieunterricht nur statische Beispiele und keine solchen, die Bewegungsabldufe haben.
Dabei ist des Deutschen liebste Beschéftigung Autofahren und was bewegt sich nicht alles an einem Auto.
Zwei Gegenstinde ,,rollen aneinander schlupffrei ab* liefern hierbei eine wichtige Definition, die man nicht
lernen muss, wenn man beobachten kann:

Definition: Zwei Kurven (K) und (C) rollen anei- (K)
nander schlupffrei ab, wenn die so genannte Roll-
bedingung erfiillt ist, d. h. wenn fiir die Bogenlén-

ge s; langs (K) und dem ,,gleichzeitig™ zuriickge- 52 ©)
legten Weg s; ldngs (C) (siehe Abbildung 9) gilt:
S1= 8 Abb. 9 schlupffreies Abrollen

Liasst man z. B. einen Kreis auf einer Geraden schlupffrei abrollen, so kann man den Kreisumfang bestimmen.

Allgemein: Lasst man eine Kurve auf einer Geraden schlupffrei abrollen, so erhélt man die durchlaufene Bo-
genlénge. Dieses Verfahren fiihrt nur zu Naherungslosungen, da die Schlupffreiheit technische Probleme berei-
tet. Solche Beobachtungen braucht man nicht zu lernen, wenn man sie einmal gesehen und erkannt hat.

Will man nun hiermit Technische Anwendungen bereits in frithen Klassen (siche MEYER U. A. [1], Seite 140)
auswerten, so greift man auf obige Definition zuriick: Es werden die Bausteine eines Wilzlagers (siche Abbil-
dung 10) erklért und dann gefragt:

a) Wie oft dreht sich eine Walze um ihre eigene Achse, wenn der 36-mm-Kreis 1500 Umdrehungen macht?
b) Wie oft dreht sich hierbei die Achse der Walze um die Achse des Lagers?

Im Planetengetriebe der Abbildung 11 sind die drei Kreise ki, k, und ks jeweils so zu schalten, dass auf
einen Kreis die Kraft eines Motors gegeben wird, wihrend von einem anderen Kreis diese Kraft weitergegeben

wird an die Antriebsachse eines PKWs.

Abb. 10 Wilzlager Abb. 11 Planetengetriebe
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a) Wie viele Ubersetzungsverhiltnisse ergeben sich? Stelle die Werte der Ubersetzungsverhiltnisse in einer
Tabelle zusammen.
b) Wann erhilt man gegensinnige Umdrehungen?

Was ist nun eine Dicke einer Kurve; selbstver-
standlich muss die Kurve eine geschlossene sein.
Als Dicke definiert man dann den Abstand der
Geraden g, h (siche Abbildung 12):

Auch hierbei handelt es sich um eine Beobach-

tung, die man nicht auswendig lernen muss, wenn
man sie einmal gesehen hat.

Abb. 12 Dicke einer geschlossenen Kurve
Man moge keine Bedenken haben, in einem sol-
chen Unterricht viele geometrische Definitionen
ungeordnet zu benutzen. Ich glaube, man sollte zukiinftig einen geordneten Aufbau der Schulficher gegeniiber
einer Unordnung anhand einprdgsamer Beispiele abwagen, um zu vermeiden, dass so viele mathematische
Begriffsbildungen der Schule zu rasch in Vergessenheit geraten.

Satz: Der Kreis ist ein Gleichdick, d. h. zu jeder Tangente gibt es eine zweite parallele im Abstand des
doppelten Radius.

Hier stellt sich also die Frage, ob es auch Gleich- [
dicke gibt, die keine Kreise sind. Um die Diskus-

sion zu beleben ist es zweckmifBig, zunéchst ein-

mal ein Gleichdick zu zeigen, das kein Kreis ist

(siche Abb. 13). Die Schiiler finden den Konstruk- Q) =
tionsweg dieses Gleichdicks. Wiederum erhebt
sich die Frage, ob es weitere gibt. Man schneidet
irgendwelche geschlossenen Kurven aus und stellt
experimentell fest:

Abb. 13 Gleichdick
Satz: Jedes Gleichdick ist konvex.

Erfreulich ist, wenn Schiiler finden, dass man mit jedem Gleichdick weitere iiber die Parallelkurven des
gefundenen Gleichdicks bekommt, wenn man an
den ,Ecken passende Ausrundungen einfiigt.
Sehr selten finden Schiiler einen weiteren Weg,
Gleichdicke aus Kreisen zu konstruieren, wie dies
in Abb. 14 geschehen ist. In einer héheren Klasse
kann man dann nochmals etwas systematischer
auf die Problematik der Gleichdicke ein-gehen
(siche MEYER [1] bzw. ZEITLER [1], wenngleich
auch hier darauf hingewiesen werden muss, dass
die Behauptung von ZEITLER, der Rotor des
WANKEL-Motors sei ein Gleichdick, falsch ist).

Schiiler finden den Begriff der Stiitzgeraden:

Definition: g ist eine Stiitzgerade einer Kurve,
wenn g einen Punkt mit der Kurve gemeinsam hat Abb. 14 Gleichdick aus Kreisbogen
und die ganze Kurve auf einer Seite von g liegt.
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Wie bereits das Obige zeigt, muss g nicht notwendig Tangente an die Kurve sein.
Satz: An jede konvexe Kurve gibt es zu jeder Richtung genau zwei Stiitzgeraden (vgl. Abb. 12).

Hauptsatz iiber Gleichdicke: Eine konvexe Kurve ist genau dann ein Gleichdick, wenn die Verbindungsgera-
de der Beriihrpunkte von je zwei parallelen Stiitzgeraden auf diesen senkrecht steht und durch jeden Beriihr-
punkt ein Kreis geht, dessen Mittelpunkt im gegeniiberliegenden Beriihrpunkt liegt und der das Gleichdick
ganz einschlieft.

Selbstverstindlich fult ein Beweis auf den Er-
kenntnissen der Kinematik, die wir am Gymnasi-
um durchaus nicht lehren wollen. Die aber im — h,
Hintergrund eines solchen Beweises stehende
Anschauung lasst doch hinsichtlich des Verstehens
des Hauptsatzes einige Uberlegungen am Gymna-
sium zu:

1. Angenommen in nebenstehender Figur seien g A

und h parallel und die Gerade AB nicht auf g senk-

recht. Halt man (k) in A fest und bewegt (K) um A Abb. 15

ein bisschen lidngs eines Kreises um A in der ein-

gezeichneten Form, so wird h angehoben. Die konvexe Kurve von Abbildung 15 kann also kein Gleichdick
sein.

Hat der genannte Kreis einen kleineren Radius als der Kriimmungskreis der Gleichdickberandung, so berandet
die Gegenkurve ein nicht konvexes Flichenstiick und man erhélt auch deshalb kein Gleichdick (siche die
Abbildung 16). Beide Bedingungen sind also notwendig.

S
K)

Abb. 16 Abb. 17

2. Die in Abbildung 17 gezeichnete Maschine (g, d, h) lduft am Kurvenstiick (S) entlang. Die Enden der Gera-
den h hiillen hierbei eine weitere Kurve (S’) ein. (S) und (S’) gehoren dann offensichtlich zum Rand eines
Gleichdicks, wenn sich die Gesamtheit der Kurventeilstiicke schlieft. Die genannten Bedingungen sind also
auch hinreichend.
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Man beachte: (S) muss nicht aus Kreisbdgen zusammengesetzt sein (vgl. HILBERT-COHN-VOSSEN [1] und
RADEMACHER-TOEPLITZ [1]). Eine Klassifikation aller Gleichdicke scheint bis heute nicht gelungen zu sein.
Gleichdicke (wie Abbildung 13) wurden vermutlich erstmals von REULEAUX im Maschinenbau benutzt. Gele-
gentlich kommen sie dort noch heute vor.

2.2 Themen ab Klasse 8 bzw. 10

2.2.1 Immer noch Gleichdicke
Satz von BARBIER (1839 — 1889): Jedes
Gleichdick der Dicke d hat den Umfang U = dn
mit der Kreiszahl 7.

Abb. 18

Der Satz lasst sich sehr schon experimentell darstellen: In Abbildung 18 sind zwei Gleichdicke zwischen zwei
Holzleisten (mit einer Nut) eingespannt. Bewegt man die obere Latte, so rollen beide Gleichdicke unterschied-
lich rasch in der Nut. Markiert man die Beriihrpunkte mit der unteren Latte vor der Bewegung, so kann man
feststellen, dass nach einem Vollumlauf beide Gleichdicke wieder ihre Marken unten haben. Also haben sie
den gleichen Umfang, ist dann die naheliegende Auswertung. ZEITLER [1] gibt eine andere Begriindung unter
Zuhilfenahme eines Satzes von BUFFON an.

Fiir die Schiiler ist sicher die folgende Mitteilung nach dem Bisherigen von Interesse:

Satz von BLASCHKE (1855 — 1962): Von allen Gleichdicken der Dicke d besitzt das Gleichdick der Abbildung
13 den kleinsten und der Kreis den grofiten Fldcheninhalt (fiir den Beweis siche z. B. JAGLOM, BOLTJANSKI

(1D

Was sind nun die Vorteile der einzelnen Gleichdicke?

! Vermutlich haben bereits die alten Agypter die Sphinx und andere groBe Steine auf Rollen transpor-
tiert, deren Querschnitte durch die Abnutzung im Lauf der Zeit zu Gleichdicken geworden sind.

! Nur der Kreis hat beim Abrollen einen festen Mittelpunkt; deshalb kann man ihn als Rad benutzen.

! Beim Abrollen bewegt sich der Kreis (siche die Abbildung 18) mit seinem Mittelpunkt und Schwer-
punkt gleichmiBig, wohingegen sich das Gleichdick (G) ruckartig vorwirts bewegt. Das ist der ent-
scheidende Grund, weshalb man frither beim Diatransport oder bei der Fadenspannung der Spin-
nereimotoren Gleichdicke zur Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit einsetzte. Heute ist dies oft
dank der Halbleitertechnik tiberfliissig geworden.

2.2.2 Viereckslehre

Ein Parallelogramm ist ein ebenes Viergelenk, ein Dreieck ist starr. Dieser Satz ist Gymnasiasten meist be-
kannt, aber sicher nicht:

Satz: Jedes Viereck ist ein Viergelenk, auch raumlich.
Der bastelnde Schiiler kann weitaus vertiefter beobachten als das moderne Kind, das am Computer erzogen
worden ist. Ein technisch hergestelltes Gelenk hat eine Drehachse, d. h. die anschlieBenden Schenkel bewegen

sich — aus Herstellungsgriinden — auf Kreisen in einer Ebene. So ist aber der Satz nicht gemeint. Die beiden
Schenkel kdnnen sich mathematisch auch au3erhalb einer wie oben festgelegten Ebene auf Kegelflachen bewe-
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gen. Hier zeigt sich also, dass eine durch Beobachten gemachte Erfahrung mathematische Auswertungen an-
ders interpretieren ldsst als beim Fehlen solcher Erfahrung. Weitere Beobachtungen:

A B/ CU

Abb. 19 Abb. 20

Weshalb ist das Lenkgestéinge eines PKWs oder LKWs (siehe die Abbildung 19) in Ruhestellung ein gleich-
schenkliges Trapez ABCD?

Begriindung: Bei Auslenkung sollten sich im ,,wichtigsten® Lenkbereich die Achsen der beiden Vorderrdder
mit der starren Hinterachse ,,moglichst” in einem Punkt treffen, um das Schleudern des Fahrzeugs zu vermei-
den.

Der STORCH-Schnabel (Abbildung 20) ist ein Parallelogrammgelenk. Was passiert in C, wenn B einen Kreis
durchlduft und A festgehalten wird?

2.2.3 Parameterdarstellungen

Will man die Abhéngigkeit einer Endlage von einer Ausgangslage beschreiben, so wird dies oft in den Natur-
wissenschaften, im Ingenieurwesen und wohl auch in der Wirtschaftswissenschaft nicht durch einen funktiona-
len Zusammenhang mdoglich sein. Man ist bereits zufrieden, wenn man durch zu wihlende Parameter mehrere
Funktionen aufstellen kann. Ob diese dann zu einem funktionalen Zusammenhang fiihren, bleibt zunéchst un-
beantwortet. Wie geschickt man die Parameter wéhlt, hangt von der eigenen Erfahrung und Beobachtungsgabe
ab. In aller Regel schlieSt man aus bekannten Funktionen via Parameterdarstellung auf die erhoffte. Das ge-
schieht zumindest in den Vorlesungen zur Physik, Mechanik und dem Ingenieurwesen ab der ersten Vorle-
sungsstunde im ersten Semester. Es ist deshalb unverstindlich, wie Gymnasiallehrer wéhrend der vergangenen
50 Jahre dulden konnten, dass immer mehr die Parameterdarstellung von Funktionen aus dem Unterricht hin-
ausgedrangt worden ist, bis heute schlielich nichts mehr davon iibrig geblieben ist. Man behandelt zwar Sinus
und Cosinus als Funktionen ihrer Argumente t und leitet sie ja auch aus einem um den Winkel t sich drehenden
Kreis ab, das kommt aber nur am Anfang des Trigonometrieunterrichts vor und geht damit unter. Kaum ein
Schiiler weill dann, dass diese beiden Funktionen eine Parameterdarstellung des Kreises bilden.

Sieht man von den wenigen Hochbegabten ab, so bendtigen alle anderen einen diesbeziiglichen gediegenen
Unterricht am Gymnasium zur Vermeidung des Schocks, den die Mathematik und die sie anwendenden Studi-
enrichtungen im ersten Semester der Mehrheit der Studenten bereiten. Weniger Studienabbrecher wiren die
Folge und damit konnte ein wesentlicher Beitrag zur Minderung der Hochschulkosten geleistet werden.

Beispiel: Auf einem festen Radius r eines Kreises wird ein Punkt P beim schlupffreien Abrollen des Kreises

auf einer Geraden in Abhéingigkeit vom Abrollwinkel t beobachtet. Man findet fiir die Koordinaten (x|y) (siche
Abbildung 24):
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X=tr—asint
y=r—acost y

In der Herleitung dieses einfachen mathematischen
Zusammenhangs steckt eine Menge Erfahrung im r
Beobachten, die in aller Regel ein Abiturient ab
2005 nicht mehr haben kann. t

Bewegung

(S

Die in der Abbildung 25 dargestellte Kurve kann })(O)
allgemein nicht in der Form y = f(x) geschrieben
werden, weil z. B. fiir a groBler als r kein Graph
einer Funktion entsteht. Der gezeichnete Fall stellt
die Kurve eines Pedalpunktes dar, die ein FuBgén-
ger sieht, wenn ein Radfahrer ihm begegnet. Abb. 24 Abrollen eines Rades

2,0

0,2 i

Abb. 25 Gewohnliche Zykloide fiir r=1,0 und a = 0,8

2.2.4 Kegelschnitte

Von der Kegelschnittlehre ist am Gymnasium bestenfalls noch eine Klassifikation dieser Kurven iibrig geblie-
ben. Was nutzt aber eine Klassifikation, wenn der Schiiler iiber die Mathematik der Kegelschnitte nichts weil3,
ja sich eigentlich gar nicht vorstellen kann, wo Kegelschnitte auftreten und wozu sie nutzen. Gerade heute in
einer Zeit von dynamischer Geometriesoftware kann man ja doch sehr leicht Kegelschnitte bekommen, der
zeichnerische Aufwand fritherer Zeiten ist nicht mehr erforderlich. Weshalb besinnt man sich nicht auf diese
wichtigen Kurven, deren Eigenschaften in der Physik, im Maschinenbau wie auch im Bauwesen eine grof3e
Rolle spielen? Eine Ursache ist wohl, dass man am Gymnasium schon immer in der Ebene stehen geblieben ist
und sich scheut, rdumliche Anwendungen mit einzubeziehen. Ganz nebenbei bemerkt, hitte man so auch scho-
ne Beispiele beim Aufstellen der Gleichungen fiir die Flidchen 2. Ordnung (vgl. MEYER [5]).

Bei den folgenden 5 Beobachtungen geht es nicht darum, dass im Unterricht jedes Beispiel bis in letzte Detail
durchdacht wird. Vielmehr braucht man solche Beispiele, um die Schiiler immer wieder zum Beobachten anzu-
regen, mathematische Zusammenhénge zu entdecken:

1. Nierensteinzertrimmerer nach DORNIER: Ein Halbellipsoid wird in Nierenndhe auf die Haut so aufge-
setzt, dass der Nierenstein in einem Brennpunkt liegt. Im anderen Brennpunkt wird ein Ultraschall er-
zeugt. Den Schalliibergang an der Haut regelt ein Wasserkissen. Das Reflexionsgesetz an einer Ellip-
senwand erhélt man aus der Ellipsenkonstruktion mit Hilfe des Leitkreises.

2. Das einschalige Rotationshyperboloid wird durch Rotation einer Hyperbel um ihre Nebenachse er-
zeugt. Entstehung der Schatten auf der Abbildung: Den wahren Umriss erhélt man durch die Beriihr-
punkte der zueinander parallelen Sonnenstrahlen, d. h. ihre Gesamtheit liegt in der Polarebene zu ei-
nem Fernpunkt und ist deshalb eine Hyperbel, deren Bild den Schlagschatten ergibt. Das Ganze tritt
auf bei Kiihltiirmen.
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3. Wer einmal aus kongruenten Parabeln in parallelen Ebenen ein hyperbolisches Paraboloid gebastelt
hat (siehe Abb. 26), wird nie mehr diese Schubflache vergessen. In Naherung tritt dies beim Mahnmal
von KENZO TANGE in Hiroshima auf (Abb. 27).

. e e g

Abb. 26 Abb. 27

4. Berechnung der Flachengleichung eines einschaligen Hyperboloids: Eine Hyperbel entsteht durch Ro-
tation einer Geraden um eine zu ihr windschiefen Geraden. Es geht aber auch anders: Eine Hyperbel
kann man um ihre Nebenachse so rotieren lassen, dass eine zusammenhéngende Flache, genannt ein-
schaliges Hyperboloid entsteht. Wir {iberpriifen dies durch Rechnung mit Parametern:

a) ,,Spielen mit dem Zeichengerat™ fiihrt zu folgenden Beobachtungen: Der Abstand u (kiirzeste Ent-
fernung) steht zwischen zwei windschiefen Geraden seiner Lage nach auf beiden Geraden senkrecht;
vergleiche Abbildung 28. So ist u senkrecht auf der z-Achse und auf der Geraden RP. Weil PQ parallel
zur z-Achse gewihlt werden kann, ist dann u Lot auf der Ebene PQR, d. h. dass sowohl RP wie auch
w auf u senkrecht stehen. Die Gerade PR ist also bis auf Rotation um z festgelegt durch den Abstand u
zur z-Achse und ihrem Neigungswinkel o zur x-y-Ebene.

Wir lassen diese Gerade PR um die z-Achse
rotieren. Jeder Punkt P auf ihr 1duft dann léngs
eines Kreises mit der Gleichung

x? +y? = v%, wobei v = ‘W‘ = ‘%‘ gilt, da
VPQU ein Rechteck ist.

Nach Konstruktion gilt dann fiir jeden Punkt
P(x | y | z):

W= und u? + w? = v2. Andererseits liuft

tano
P auf einem Rotationskreis mit der Gleichung
x% + y2 = v2. Setzt man in diese Gleichung die
vorher abgeleiteten Beziehungen ein, so er-
hélt man die Gleichung einer Fliache 2. Ord- i
nung:

7’ Abb. 28
)

X2+y2:u2+

tan’ a
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2 2

b) Wir lassen die Hyperbel mit der Gleichung y_2 - % =1 um die z-Achse rotieren, so dass jeder Punkt
u

2 2 2
P(x|y|z) auf einem Kreis x? + y? = v? mit y—z—% =1 alsov? = v + (%j z? l4uft. Setzt man dies
u

2
ein, so erhélt man x? +y? = u?+ 22 )
b

Wegen der Entstehungsgeschichte dieser Gleichung spricht man jetzt von der Gleichung eines ein-
schaligen Rotationshyperboloids.

Offenbar gehen die Gleichungen (1) und (2) ineinander iiber, wenn man b = u-tan a setzt. Das bedeu-
tet, dass das Hyperboloid eine Schar von Geraden trigt. Man kann mit derselben Methode leicht bewei-

sen, dass es sogar eine 2. Schar von Geraden tréigt, die gegeniiber der x-y-Ebene ebenfalls den Winkel o
haben.

Verschneidung zwischen Schraubregelfliche und Kegel: Auch Profisoftware, wie sie von Ingenieuren
beim Konstruieren verwendet wird, ,,liigt. Ich will an einem Beispiel auseinandersetzen, dass man
beim Einsatz von CAD-Software aufpassen muss, was nur gelingt, wenn man iiber mathematische Er-
fahrungen verfligt, die meines Erachtens nicht im Hochschulbereich sondern bereits am Gymnasium
erworben werden miissen:
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Abb. 29 ALBRECHT DURER
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Zunichst findet man durch Betrachten zweier glatten sich schneidenden Flachen: Eine Verschnei-
dungskurve zwischen zwei glatten, also differenzierbaren, Flachen hat in jedem ihrer Punkte eine Tan-
gente, die demnach auch in den beiden Tangentialebenen der Flachen liegt, also Schnitt zweier Ebenen
ist.

Da es in der Technik nicht mdglich ist, eine Kegelspitze als mathematische Spitze zu erzeugen, kann
man i. Allg. bei Ingenieursoftware nur Bilder von so genannten Kegeln bekommen, die an der Spitze
eine Ausrundungskugel (u. U. mit sehr kleinem Radius), und deshalb z. B. bei senkrechter Kegelachse
im obersten Punkt eine wohldefinierte waagrechte Tangentialebene haben. Verschneidet man nun die-
sen ,,Kegel”“ mit einer geschlossenen Schraubregelfliche, damit ein Korkenzieher entsteht, so hat die-
ser keine Spitze in Richtung der Achse, sondern eine Spitze senkrecht zur Achse, kann also als Kor-
kenzieher nicht benutzt werden. Da war Albrecht Diirer [1] schon schlauer, wie Abbildung 29 zeigt.

2.3 Oberstufe

Nach den jiingsten Lehrplandnderungen wird noch im Oberstufenunterricht vor allem Vektorrechnung und
Analysis gelehrt. Es ist bei diesen Anderungen bedauerlich, dass man einer Lehrergruppe nachgegeben hat, die
schon seit langem auf den Vektorbegriff in der Mittelstufe verzichtet und alles vermieden hat, was sich nur in
irgendeiner Form zur Analysis gehdrig erwiesen hat. Zu letzterem sind vor allem Rechnungen mit Ungleichun-
gen und Betrdgen zu nennen, die durchaus im Algebraunterricht ab Klasse 7 ihren Platz haben, also ab dem
Augenblick, wenn der Betrag und die Ungleichung eingefiihrt worden sind. Fehlen solche Vorerérterungen in
der Mittelstufe wird der Einstieg in die Epsilontik der Analysis in der Oberstufe unnétig erschwert, da der Leh-
rer auf keine Vorerfahrungen mit Betragsungleichungen u. a. zuriickgreifen kann.

Ahnlich verhilt es sich mit der Vektorrechnung, die heute oft beim Skalarprodukt keine Verbindung zum Cosi-
nussatz der Trigonometrie mehr herstellt, die vor allem aber im ,,Linearen* hiangen bleibt, wenn es nur noch
ums Verbinden und Schneiden von Punkten, Geraden und Ebenen geht, also man Probleme hat, die bis ins
letzte Jahrhundert hinein ohne Vektoren mit linearen Gleichungssystemen geldst worden sind. Der mathemati-
sche Laie hat dann den Eindruck, dass am Gymnasium in der Mathematik vor allem unndétig schwierige
Schreibweisen eingefiihrt werden, die dazu dienen, Schiilerinnen und Schiilern das Leben schwer zu machen.

ZEITLER hat in den Achtzigern in Vortridgen des ofteren Differentialgeometrie in der Oberstufe postuliert, um
diesem Trend ein Ende zu setzen. Was hat er gemeint? Was kann man dariiber hinaus am Gymnasium realisie-
ren?

2.3.1 Kriimmungen in der Ebene

Nordrhein-Westfalen und Niedersachsen haben in jiingsten Oberstufenreformen auf die Epsilontik vollends
verzichtet. Bayern will dies zwar nicht, begniigt sich zukiinftig aber mit der 1. Ableitung. Man kann dann noch
bei algebraischen Funktionen zwischen Maxima und Minima via der Monotoniegesetze unterscheiden — wenn
dies auch zum Teil einen erheblichen Rechenaufwand bedeutet — bei transzendenten Funktionen geht dies aber
nicht mehr. Es werden noch Tangenten und Normalen an Graphen algebraischer Funktionen untersucht,
Kriimmungsradien- und Kreise gibt es schon lange nicht mehr. Ich halte dies fiir einen unnétigen Riickschritt,
auch wenn die Formel des Kriimmungsradius am Gymnasium meines Erachtens nie hergeleitet, sondern frither
einer Formelsammlung entnommen worden ist. Warum sollte man das auch nicht? Fast alle Mathematikan-
wender arbeiten so; deren Belange will man aber offenbar nicht sehen.

Wie wichtig es ist, in der Technik Kriimmungen zu untersuchen, will ich an einem Beispiel aus dem Bauwesen
erkléren:
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Stra3enkurven miissen iiberhoht werden, wobei die
Uberhéhung vom Radius des die StraBe (3-punktig)
beriihrenden Kreises und der Fahrgeschwindigkeit
abhingt. Dank seiner Beobachtungen beim Auto-
fahren ist jedem Schiiler sofort klar, dass man des-
halb keinem Kreisbogen einer Rechtskurve einen
solchen einer Linkskurve folgen lassen kann,
denn man miisste ja beim Ubergang schlagartig
die Wagenlenkung von rechts nach links reil3en,
was ja gefahrlich ist. AuBerdem wiirde die linkssei-
tige StraBBeniiberh6hung ruckartig in eine rechtssei-
tige wechseln. Spielzeugeisenbahnfans wissen:
Steckt man zwei Schienen entsprechend dem eben
Gesagten zusammen, so wird der Zug entgleisen.
Man muss also sowohl im Stralenbau

wie auch beim Eisenbahnbau die Rechtskriimmung nach null in eine Gerade auslaufen lassen und dann in
umgekehrter Form in die Linkskurve gehen. Man spricht bei dieser Stralenform von einer so genannten
Clothoide, deren dritte Ableitung noch stetig sein soll, wie eine deutsche Bauvorschrift verlangt. In Abbildung
30 sind jeweils die Kriimmungsmittelpunkte M; angegeben, die zu den Kurvenstiicken (Kreise) k; gehoren.
Man kann hier auf den Zusammenhang Evolute (die Menge der M;) und Evolvente (die Kurve der ;) zu spre-
chen kommen und Parallelkurven derselben Evolute untersuchen, was ja bereits im Zusammenhang mit den
Gleichdicken schon geschehen ist.

Abb. 30 Niherungsweise Clothoide

2.3.2 Anschauliche Differentialgeometrie

Wie in MEYER [4] berichtet wird, hat das Gymnasium Starnberg 1991 in seinem Mathematikseminar mit einer
Gruppe aus interessierten Schiilerinnen und Schiilern der Jahrgangsstufen 9 mit 13 auf einer Klausurtagung
anschauliche Differentialgeometrie gemacht. Es mag sein, dass wir dies den genannten Vorstellungen von
ZEITLER entsprechend durchgefiihrt haben, wenngleich zugegeben werden muss, dass sich ZEITLER hierzu nach
meinem Wissen nie genauer geduflert hat.

Das Hauptproblem des Schiilerseminars ist das Einfithren des Differenzierens gewesen, da den meisten Teil-
nehmern diese Technik nicht bekannt gewesen ist. Damals hat man den Weg der Algebra fiir die Ableitung
algebraischer Funktionen gewédhlt (vgl. VAN DER WAERDEN [1] Seite 215 ff). Anschlieend hat sich dann die
erste Ableitung als Steigung der Tangente ergeben. Da sich der Pool der gebrochen algebraischen Funktionen
als zu klein erwiesen hat, sind den Schiilern die Ableitungen von Sinus und Cosinus mitgeteilt und auf den
spéteren Unterricht verwiesen worden. Diesen Weg kann ich heute nicht mehr empfehlen, da er auch fiir begab-
te Schiiler recht langwierig ausfallt und man in der erforderlichen Zeit gleich die 1. Ableitung als Grenzwert
einfiihren kann.

Kenntnisse iiber Vektoren sind damals in Bayern noch aus der Mittelstufe bekannt gewesen. Viel Zeit hat man
fiir die GAUBsche Parameterdarstellung von Kurven und Flichen aufgewendet. Die Punkte der so definierten
Kurven und Flichen wurden als finite Elemente dreidimensionaler Koordinaten in Schriagbilder oder auch in
Modelle iibertragen; heute ginge dies an der Schule auch mit dem PC. Schwierigkeiten hat u. a. der Parameter-
wechsel bereitet, wenn er Kurven bzw. Fldchen unveridndert 14sst.

Gemil dem Thema dieses Vortrages will ich mich auf einige Bemerkungen zum Zusammenhang Beobachten —
Auswerten beschréinken:

Zuerst ist vor den Schiilerinnen und Schiilern ein Draht verbogen worden. Man fragte sie, was sich an seiner
Léange geédndert habe.
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Dann haben mehrere Schiilerinnen und Schiiler Dréhte derselben Lange bekommen mit der Aufgabe, Vereinba-
rungen untereinander so zu treffen, um jeden Draht in die gleiche ebene Kurve zu verbiegen.

Uberraschenderweise haben alle Schiiler das Problem zunichst mit Koordinaten 16sen wollen. Es wiire interes-
sant, diesen Weg einmal genauer zu analysieren, weil auch immer wieder Ingenieure ihn zu gehen versuchen.
Das Verhalten der Schiiler wird wohl dadurch hervorgerufen, dass im Unterricht immer wieder Koordinaten
unkritisch benutzt werden. Es ist gelungen, die Schiiler davon mit dem Hinweis abzubringen, dass die zu kon-
struierende Kurve durch Daten an der Kurve selbst, also unabhéngig von ihrer Lage zu einem Koordinatensys-
tem, festzulegen sei. Biegung — Kriimmung — haben dann die Schiiler als Richtungsdnderung aufgefasst und als
Winkel in Abhéngigkeit von der Drahtldnge angegeben. Mathematisch ausgedriickt entspricht das Vorgehen
finiten Elementen. Die Schiiler haben es dahingehend ausgebaut, dass die Kurve als Hiillgebilde approximie-
render Kreise festgelegt worden ist. Man hat notiert, an welcher Drahtstelle welcher Radius erforderlich gewe-
sen ist und so gefunden:

Satz: Zu jeder ebenen Kurve gibt es in jedem Punkt Tangente, Normale und Kriimmung, falls die Kurve und
der Graph der Ableitung in dem Punkt ,,glatt™ sind.

,.Glatt* bedeutet, dass der Kurvenpunkt eine Tangente hat, also mindestens einmal differenzierbar ist.

Die Kriimmung k wurde als der Kehrwert des Kriimmungskreisradius definiert, wobei der Kreis die Kurve
dreipunktig bertihren sollte. Legt man die Kurvenpunkte in Abhéngigkeit eines Parameters fest, so war eigent-
lich allen Schiilerinnen und Schiilern klar, dass k eine Funktion des Parameters t war und allein «(t) bis auf
Bewegung in der Ebene die Kurve darstellte.

Satz: «(s) allein legt eine ebene Kurve fest, wenn der Parameter s die Bogenldnge der Kurve ist.

Ein Draht wird zur Kurve gebogen. Man erkennt durch Beobachtung: Wenn man die untersuchte Kurve in eine
andere im Raum ,,verwandeln® will, muss man den Draht aus der Ebene ,,herausbiegen®. Dieses zweite Mal} in
Abhingigkeit vom Kurvenparameter t nennt man Torsion t(t). Damit steht aber auch fest:

Satz: Eine Kurve ist im Raum durch die Funktionen k und t festgelegt, wenn man hinreichende ,,Glattheit*
voraussetzen kann.

Drei Punkte der Kurve legen eine Ebene und einen Kreis in ihr fest. Fallen diese drei Punkte zusammen, so
erhilt man die Schmiegebene und den Schmiegkreis in ihr.

Diese Uberlegungen miissen hier nicht weiter ausgefiihrt werden. Es soll nur noch eine Bemerkung iiber die
Kriimmung von glatten Flachen angefiigt werden:

Allen Beteiligten haben an Kartoffelschnitten beobachtet, dass die Kriimmung von Fldchen aus der Kriimmung
von Schnittkurven festzulegen ist, aber in einem Flachenpunkt &duflerst unterschiedliche Kriimmungen zu be-
obachten sind, je nachdem unter welchem Winkel man die Flache anschneidet. Als wir dann einen Motorrad-
helm zu Hilfe genommen haben, war ,klar“, zundchst einmal nur Normalschnitte zu betrachten. Sehr schnell
haben dann die Schiiler erkannt, dass es in jedem Fliachenpunkt eine minimale und eine maximale Normal-
krimmung gibt, die offenbar stets aufeinander senkrecht stehen.

Wiederum an einem Apfel — besser an einer Kugel — ist anschlieBend der Satz von MEUSNIER untersucht wor-

den, der zeigt, wie die Normalschnitte ldngs einer Flichentangente mit den schiefen Schnitten zusammenhén-
gen.
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Es wird nur erwéhnt, dass die gefundenen Zusammenhinge ! so weit moglich ! formelméBig erfasst worden
sind.

3. Restimee

Gerade der letzte Abschnitt macht deutlich, dass es im vorliegenden Vortrag nicht darum geht, Vorlesungen der
Hochschule ans Gymnasium zu holen, die dann alles bis ins letzte moglichst allgemein erkldren und aufbauen.
BekanntermafBen leiden ja Hochschulvorlesungen daran, dass die Studenten den Wald vor Baumen nicht sehen
und héufig keinen Bezug zur Realitdt mehr herstellen konnen. Das sollte aber der Mathematik-Anwender stets.
Vielleicht wird die Absicht am besten deutlich, wenn eine junge Kollegin zitiert wird, die 1991 das Schiilerse-
minar {iber Differentialgeometrie besucht hat: ,,Jetzt verstehe ich endlich, was die zweisemestrige vierstiindige
Vorlesung mit Ubungen in Differentialgeometrie in meinem Studium eigentlich beabsichtigt hat.

Die vorgestellten Beispiele konnen durch andere ersetzt werden, ja ich mochte geradezu dieses Ersetzen als
Unterrichtsziel ansehen. Ganz wichtig ist fiir einen solchen Unterricht, dass der Lehrer selbst ein ,,Auge fiir
diese Problematik bekommt und in der Lage ist, solche Beispiele selbststindig zu finden, um den Schiiler
durch selbst gefundene Beispiele an die Mathematik heranzufiihren. Auch muss es durchaus nicht so sein, dass
man jedem Schiiler im vorgefiihrten Umfang solche Beispiele an die Hand gibt. Fest steht nur, dass man end-
lich anfangen muss, liberhaupt in diese Richtung zu gehen. Es bleiben die Bedenken vieler Kolleginnen und
Kollegen, wann der Unterricht hierfiir Zeit lasst, dies alles zu machen und vorzubereiten. In einem wochentlich
dreistiindigen oder auch vierstiindigen Mathematik-Unterricht in einer heute {iblichen Gymnasialklasse schafft
man das Dargestellte sicher nicht.

Damit reichen aber auch die Vorkenntnisse, die ein Gymnasialabsolvent ins Studium mitbringt, fiir ein
Mathematik anwendendes Studium nicht mehr. Die Universititen sind deshalb gut beraten, zukiinftig
Aufnahmepriifungen zu verlangen.

Schiilerinnen und Schiiler, die durch auBlerschulischen Unterricht mehr Kénnen erwerben als andere, werden
zukiinftig noch viel mehr Vorteile als schon jetzt haben. Wir werden deshalb eigene Nachmittagsschulen ein-
richten miissen, in denen man nicht nur Nachhilfe bekommt, sondern sich auch weiterbilden kann.

Die Bundesldnder haben mit der Umstellung auf ein achtjahriges Gymnasium zum Teil einen anderen Weg
vorgeschlagen: Wochentlich erhélt jeder Schiiler zusétzlich zum Normalunterricht so genannte Intensivierungs-
stunden, die der Verein Begabtenforderung Mathematik e. V. seit 1996 als Zusatzunterricht oder Ergdnzungs-
unterricht gefordert hat.

Der vor allem stiddeutsche Vorschlag will in diesen Intensivierungsstunden die Klassen nach Koénnen teilen:
Das untere Drittel bekommt Nachhilfe im unterrichteten Stoff, das obere Drittel sollte jedenfalls weiter gefiihrt
werden, um die Bediirfnisse der Mathematik anwendenden Studienficher wie Ingenieurwesen, Natur-
wissenschaften, Medizin, Betriebswirtschaft u. a. fiir die Studienanfianger abzudecken. Nur wenn man wieder
den Unternehmen fiir die ndchsten 20 Jahre einen geeigneten Nachwuchs mit gutem Gewissen mindestens in
derselben Form wie die Volksrepublik China garantieren kann, wird man den High-Tech-Standort Mitteleuropa
erhalten konnen.

Freilich — und das muss hier zugegeben werden — noch hat man gerade in Bayern fiir die Intensivierungsstun-
den kein Personal; auch scheint die Ausbildung der Lehrer in Mathematik nicht so zu sein, dass Lehrer einfach
anfangen konnen, in den Intensivierungsstunden ein hoheres Niveau zu erreichen. Sie sind wahrscheinlich auf
einschligige Lehrbiicher angewiesen, die es nicht gibt und auch nicht klar ist, wer sie schreiben soll und kann.
Aus diesem Grund gibt der Verein Begabtenforderung Mathematik e. V. die Zeitschrift ,,Mathematikinformati-
on‘ heraus, in der man immer wieder geeignete Vorschldge auch mit vielen Aufgaben samt Losungen finden
kann. Hinsichtlich der groBen Reformaufgabe an allen Gymnasien in Mitteleuropa reicht das alles bis jetzt
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nicht. Deshalb der Aufruf: Fangen auch Sie an, sich Gedanken zu machen, helfen Sie mit. Gute Vorschldge
werden gern in der zitierten Zeitschrift veroffentlicht.
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