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Hans Walser

Was war vor dem Startwert?

Das mathematische Analogon zur Frage, was vor AatainEva war, ist die Frage, ob und wie Folgen uad m
thematische Strukturen, welche einen ,naturlichAnfang haben, nach riickwarts in die ,Vergangenhieitt-
gesetzt werden kénnen.

Es wird gezeigt, wie sich durch diese Frage beist®aDreieck ein weites Aktivitatsfeld 6ffnet, dasgar einen
ersten Zugang zur Taylor-Entwicklung enthalt.

1. Pascal mit einer Spitze

Ein jedermann im Lande kennt, was man ein Pascal-
Dreieck nennt:

Abb. 1 Pascal-Dreieck

Aufgabe 1
Wie geht es weiter?

Aufgabe 2
Wie lasst sich das Rechenschema grafisch dars?ellen

Aufgabe 3
Genlgt die Angabe des Rechenschemas fiir die Baneglies Pascal-Dreieckes?

Bei der Darstellung im Hexagonalmuster ist das &d3oeieck ein gleichseitiges Dreieck, das abehnaten
ins Bodenlose geht.

Das Rechenschema (die Rekursion) besteht daris jelds Zahl die Summe der unmittelbar links obeh un
rechts oben stehenden Zahlen ist (vgl. Aufgab®&3. Rechenschema funktioniert auch an den Randenm
das Hexagonalnetz weitergedacht wird, aber mité\uglefullt. Einzige Ausnahme ist die Eins an ddtzépdie
wie ein Deus ex Machina aus dem Nichts erscheian Bpricht dann beschénigend von einem ,Startwsot”,
wie Adam und Eva die Startwerte der Menschheit mare

Die Frage ist, ob und wie man diesen Schonheitsfeldrmeiden kann.

2. Fibonacci comes in
Die ,Schragzeilensummen® im Pascal-Dreieck ergatierFibonacci-Zahlen.

Soist zum Beispiel: 34 =1+7+15+10+1
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Abb. 2 Fibonacci-Zahlen

In der Abbildung 2 sind diese Schréagzeilen — ed die Senkrechten auf die Dreiecksseite rechtsweile
fett hervorgehoben.

Aufgabe 4
Wie geht es mit den Fibonacci-Zahlen weiter?

Aufgabe 5

Nach welcher GesetzmaRigkeit lassen sich die FimdZahlen bilden? Lasst sich diese GesetzmaRigkeit
aus dem Pascal-Dreieck ablesen?

3. Was war vor den Startwerten?

Aufgabe 6
Lasst sich die Fibonacci-Folge auch nach riickwéctten lassen?

Nun drangt sich die Frage auf: Wie kann das Pd3ceieck Uber seine Spitze mit der omindsen Einausrso
zuriick verfolgt werden, dass die Sache kompatilietlen ins Negative fortgesetzten Fibonacci-Fokj@ i

Die Abbildung 3 zeigt eine mdgliche Lésung (vgl],[$. 197, [2], S. 163).

Abb. 3 Pascal und Fibonacci

Die neuen, von Null verschiedenen Zahlen sind d&adtal-Zahlen, aber mit alternierenden Vorzeichren.
diesem neuen ,Pascal-Dreieck” besteht der untenel Ras den Zahleml.
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In der Abbildung 4 sind die Fibonacci-Zahlen weggskn und nur noch die Pascal-Zahlen dieser Lésuper
geben; daftr wurde das Hexagonalschema nach r@obitsmit Nullen erganzt.

Nun ist das in allen Richtungen ins Unendlichedesetzte Hexagonalnetz so mit Zahlen gefullt, dassall,
und insbesondere auch an der Spitze des urspriiaglieascal-Dreieckes, die Pascal-Rekursion spialiei ist
zu beachten, dass die Pascal-Rekursion immer ven oaich unten arbeitet. Die Vergangenheit ist albem
und die Zukunft unten, wie im Weltbild der altenrfRer.

4. Pascal-Ebenen

Eine Pascal-Ebene ist ein in allen Richtungen insrdliche fortgesetzte Hexagonalnetz, deren Hexagon
mit Zahlen gefiillt sind, dass tberall die PascaétRgion erfillt ist. Wir haben oben ein BeispiekzdaEin trivi-
ales Beispiel besteht ausschlie3lich aus Nullen.

Aufgabe 7
Wer findet weitere Beispiele? Dazu kann das leardgonalnetz (Abb. 5) als Vorlage verwendet wer-
den.

Abb. 5 Hexagonalnetz
5. Binomialkoeffizienten
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Fur die Pascal-Zahlen wird in der Regel die folgetabellarische Darstellung und Symbolik verwendet.
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Fur die Berechnung gilt die Formel:
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Wir haben oben und unten gleich viele Faktoren,liu:lirr(n - k). Oben fangt es mit dem Faktor n an und geht

Wegen

gilt aber auch:

Exemplarisch:

(n—k) Schritte runter, unten fangt es mit dem Fakton Liad geht(n - k) Schritte rauf. Fiik = n versagt die
Regel, hier Wird(ﬂ):l definiert.

Diese Regeln sind auf die Verallgemeinerung derildbhg 4 Gbertragbar. Die tabellarische Darstellimg
senkrechten Spalten und waagerechten Zeilen ergibt:

1

-4 1

6 3 1

-4 3 -2 1

1 11 -1 1
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 1

oder symbolisch:
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Die Rechenrege(ﬂ)= %&@Eﬁ;g gilt auch im negativen Fall:

(:E ): (-n)-n-Dm (-k+1)

12 [(-n+k)
Aufgabe 8
Exemplarische Kontrolle der Rechenre(éﬂ )= (—n)ﬁ;;ﬂ—l{)@ﬂ_lnfﬂk—)k+l) .
Aufgabe 9

Wie kénnen die Zahlen des ,negativen” Pascal-Digs@uch tber die gewohnlichen Pascal-Zahlen be-
rechnet werden?

Aufgabe 10
Leider funktioniert die im klassischen Pascal-Dekigorhandene Symmetri@ )= (nfk) im ,negati-

ven“ Pascal-Dreieck nicht mehr. Was lasst sich daetten?

6. Binomische Formel

In einem pragmatischen Schulunterricht wird das®adreieck tber die binomische Formel eingefiihrt:
n
(a+b)' = 3 (5 "
k=0

Eigentlich kénnten wir wege(P)= 0 fir n>0 und r< 0 auch schreiben:
(a+b)' = 3 (5 "
k=0

Nun wird es spannend.

Aufgabe 11
Was ist(a+b)™>? Lasst sich das Ergebnis kontrollieren?
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7. Taylor-Entwicklung
Wir erhielten im Abschnitt 6 die verallgemeinertm@&nische Formel:
(a+b)3=3 (_gf’k )1'3'kbk =a3-3a*b+6a °b? -10a b3 +15a 'b* - 21a8p° L
k=0
Insbesondere ist
(1+x) 2 =1-3x+6x% -10x3 +15x* - 21x° L

Das ist aber genau die Taylor-Entwicklung der Fiamkf (x)=(1+x)™ an der Stellexg = 0.

Aufgabe 12
Plotten Sie die Funktiofi(x)= (1+x)™ und die Approximation 5. Grades:

p(x)=1-3x+6x% -10x3 +15x* - 21°

8. Losungshinweise zu den Aufgaben

Aufgabe 1

Abb. 6 Pascal-Dreieck

Aufgabe 2

@@9

Abb. 7 Rechenschema

Dieses Rechenschema bezeichnen wir als PascaldRakufllgemein ist eine Rekursion ein Rechenschema
bei welchem eine neue Zahl aus bisherigen Zahlescthaet wird.

Aufgabe 3
Das Rechenschema allein genugt nicht. Wir braueleBtartwerte die Einsen am linken und rechterdRan
sowie an der Spitze.

Aufgabe 4
Es seif,, die n-te Fibonacci-Zahl. Damit ist:

n(1l 23 4 5 6 7/ 8 9 10 11 12 13 14 1p 1410
fal1]1]2] 3|5 8 13 21 34 55 8D 144 233 377 610 98m

Aufgabe 5
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Es gilt das Bildungsgesetz (Rekursionsformé|)= f,,—; +f,—o mit den Startwerterl; =1 und f, =1.

Abb. 8 Herleitung der Rekursion

Exemplarische Herleitung der Fibonacci-Rekursiom Zahl 21 setzt sich aus Zahlen zusammen, welulee-i
seits die Summe von Zahlen sind, aus denen sichatiken 8 und 13 zusammensetzen:

21=1+6+10+4=(0+1)+(1+5)+(4+6)+(3+1)=(0+1+4+3)+(1+5+6+1)=8+13

Aufgabe 6

Wir kdnnen die Fibonacci-Folge problemlos auch rdctkwarts laufen lassen:
n|{..|-6|-5| -4 3] -2-1| 0 1 2 3 4 5 6] ...
fu|l..-| -8 5| 83| 2| -11 0 1 1 2 3

Es erscheinen zunéchst die Null und dann spiegdétildie schon bekannten Fibonacci-Zahlen, abéaltar-
nierenden Vorzeichen. Wir miissen also nicht zwidgeit den beiden Startwertdp=1 und f, =1 arbeiten.

Aufgabe 7
Es handelt sich um eine offene Aufgabe mit unehdlicielen Lésungen. Im Folgenden einige Beispiele.

Unsystematisches Beispiel

In diesem Beispiel haben wir Einsen in einer Diaden, rechts oben davon Nullen, und links unteriedgh
welche bald einmal keine GesetzmalRigkeit mehr eretassen. Es wurde in Schragen parallel zu deseRi
gearbeitet und in jeder Schrage willktrlich eindINdesetzt.

Abb. 9 Wilde Zahlen

Zweierpotenzen
Ein simples Beispiel, das aber Briiche bendtigtidiesus Potenzen der Zahl 2.
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Abb. 10 Zweierpotenzen

Zwei Dreiecke und viele Nullen
Sobald sich eine Reihe mit alternierend entgegetgiegleichen Zahlen ergibt, gibt es darunter rmghnNullen.
Im folgenden Beispiel erkennen wir wieder die Phgedlen mit alternierendem Vorzeichen.

Abb. 11 Halbebene

Wir bilden nun in diesem Beispiel die Spaltensumpuas heildt, wir addieren jeweils die Zahlen, welsénk-
recht Ubereinander stehen. Die untere HalbebendaniNullen kdnnen wir weglassen.

*10-1-10110-1-10110-19+ ¢

Abb. 12 Spaltensummen

Die Spaltensummen ergeben die Folge:
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n . | -5 4| 3| -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ..
fi e =1 -1 0 1 1 o] -1 -1 0 1 1 0 -

Diese Folge ist periodisch mit der Periodenlangad der Antiperiodenlange 3. Sie ergibt sich aus Skart-
wertenf; =1 und f, =1 und der Rekursionf, =f,_1 = fr-»

Die Folge ist also eine nur geringflgige Modifikatider Fibonacci-Folge.

~Aufgabe in der Aufgabe“: Was ergibt sich bei anderen Startwerten?
Mit den allgemeinen Starterwertén=a und f, = b erhalten wir:

n o | -5 | 4| =3| -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ..
fh a b | b-a -a -b -btaa b | b-a -a -b -bta-

Auch im allgemeinen Fall ist die Folge periodisch der Periodenlange 6 und der Antiperiodenlange 3.

Andern der Vorzeichen
Nun &ndern wir im Dreieck rechts alle Vorzeicheand ergibt sich die folgende achsensymmetrischer Fit
drei Dreiecken (vgl. [1], S. 197, [2], S. 163).

Abb. 13 Drei Dreiecke

Wir erkennen unten ein Dreieck mit den doppeltescBbaZahlen.

Null in der Mitte
Wir schieben die beiden oberen symmetrischen Dkeiem eine Einheit auseinander (Abb. 14).

Dann ergibt sich unten das urspriingliche PascakbBkeaber ohne die ominése Eins an der Spitze2 Eih
Gotterdammerung.
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Aufgabe 8
Kontrolle an Rechenbeispielen:

(CDE2)E3)E4) _ 4

12332
=1 (Definition fir k= n)

Aufgabe 9
Naturlich kdnnen die Zahlen des ,negativen* Pagalieckes auch tber die gewdhnlichen Pascal-Zdiden

rechnet werden:
(R ) o9 ()

Aufgabe 10
Im ,negativen” Pascal-Dreieck gilt spaltenweiseeeiertikale Symmetrie, bei der auch noch mit welriusn
Vorzeichen gerechnet werden muss:

G0 ot () fur nkoe

Aufgabe 11
Es ergibt sich:

(a+b)®= 3 (53 Pt
k=0
also:
(a+b)3=3 (_ i~ )a‘3‘kb" =a3-3a*b+6a °b? -10a ®b> +154 'b* - 21a8p° £L
k=0

Wir erhalten eine Reihe.
Kontrolliberlegung: Wenn wir mi(a+ b)+3, also mit (a3 + 3a°b + 3al? + b3) multiplizieren, sollten wir 1

erhalten. Tatsachlich ergibt sich:
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(a3 +3a’b + 3atf + b?’)[(a_3 ~3a%b+6a °b? -10a °b® +15a 'b* - 21a78p° +L )
=1 -3alb 6a2b? -10a°b® +15a%b? -21a°b° L
+3a b -9a%b? +18a°b> -30a*b* +45a°b° -63a °b°
3a%b? -9a b +18a%b* -30a°b® +45a°p°
+ap®  -3a%p? +6a°b° -10a°p°
=1 +0 +0 +0 +0 +0 +L

Aufgabe 12
Wir erhalten:

y=f()=C1+x)

=T -1
2 3 4 5
p(x)=1-3x+5x -10x +15x -21x

Abb. 15 Funktion und Taylor-Approximation

Wir sehen, dass die Approximation 5. Grades nefiner kleinen Umgebung voxgy = 0 etwas taugt.
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