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Jorg Meyer

Von Parameterkurven zu Flachen

Fasst man die Funktionsvorschrift=f, (x) einer parametrisierten Kurvenschar als f(x, y) auf, hat man
die Gleichung einer Flache. In diesem Beitrag vmtitl Hilfe von MuPad diejenige Flache untersuchg don
der durchf, (x) =x3 +y X gegebenen Schar kubischer Funktionen herruhrt.

0. Zur Wahl des Werkzeugs

Warum MuPad? Es gibt doch schon so viele Compulgei#a-Systeme, die eigentlich alles, was in déwuc
vorkommen kann, abdecken. Der Grund firr die Walnl MuPad ist die ganz hervorragende Graphik, mit der
man dreidimensionale Objekte ,anfassen“ und drekem, ohne vorher den Augpunkt explizit angeben zu
mussen. Selbst Realmodelle sind solchen Visualisgan deutlich unterlegen. Dabei brauchen die oineid-
sionalen Objekte keineswegs nur aus einem einzZigmktionsterm herrihren, sondern kénnen fast bglieb
zusammengesetzt sein. Man kann in Echtzeit dieeDidder die Farbe von Linien beeinflussen, man laruh

auf ganz einfache Art und Weise Animationen hdestelund wenn man dann noch den sehr giinstiges Prei
bertcksichtigt, durfte die Entscheidung fur MuPeight nachvollziehbar sein. Auch die kostenlosefidgyar-

keit vieler Materialien im Internet spricht fur diess CAS.

In diesem Aufsatz wird MuPad 3.1 verwendet. Wir desr sehen, dass es durch die gute Manipulierbadkeit
Graphiken erheblich bessere Einsichten vermittelein (gleichwohl unverzichtbares) Realmodell.
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1. Zur Wahl des Beispiels

Warum ausgerechnet die Flachezs X3 + y [k ? Warum keine Flache mit quadratischen Termen?

1.1 Quadratisch oder kubisch?

Quadratische Flachen sind einfacher zu behandeinkabische Flachen, und Phanomene wie der Pol-
Polarenzusammenhang lassen sich bei quadratist@gmehR viel besser einfuhren. Natirlich haben catéithe

und kubische Flachen auch viele Gemeinsamkeitdrddreen es fast egal ist, bei welcher Art von Fgotan

sie kennenlernt.

Die untersuchte Flache sollte leicht zu motiviesem (das ist bei quadratischen Flachen ebensbalgund zu
hinreichend interessanten neuen Phanomenen fuBemiiglich der letzten Forderung ist die hier untehse
kubische Flache den quadratischen deutlich tiberlege

1.2 Warum gerade diese Flache?

Fast jede kubische Flache ist mathematisch intenésisals die hier untersuchte. Wir werden sehass dlie

Flache zuz = x3+yD< aus Geraden besteht und mithin eine Regelfladh&iis hat singuldre Punkte im Un-

endlichen und ist daher nicht glatt. Andererseith&lt jede glatte kubische Kurve genau 27 Gergdennicht
alle reell oder verschieden sein missen; ein Bestelst etwa bei HBERT / COHN-VOSSEN S. 146 — 151), und
dieses Phanomen hat Mathematiker schon seit 158nJ&dsziniert. Mit einer so spektakuléren Eigeasickann
die in diesem Artikel untersuchte Fléche nichtaufipfen. Auf der Schule verbleibt allerdings dastfem der
Motivation: Warum sollte man sich gerade mit eiseichen speziellen Flache beschéftigen? Ebensdastgst
das Problem der Anschlussfahigkeit auf Schulniv&salche bearbeitbaren (!) Folgerungen erwachserdaus
27-Geraden-Eigenschaft?

Die Flache zuz = x> + yX hingegen lasst sich leicht motivieren, und wahrevash sich ndher mit ihr beschéaf-

tigt, kann man viele Dinge aus Analysis und Vekémngetrie nicht nur wiederholen, sondern in einemene
sinnstiftenden Kontext erkennen. Die Phanomenelenen die hier untersuchte Flache auch fiihrt, kémni¢
geringem Aufwand weiter verfolgt werden. Die Probéeder Motivation und der Anschlussfahigkeit lassieh
mithin leicht l16sen.

2. Gestalt der Flache

Wie kann man MuPad veranlassen, die Flache zu® + yIX zu zeichnen? Daflr gibt es mehrere Mdglichkei-

ten: 1. Angabe der expliziten Gleichung, 2. Angdbeimpliziten Gleichung, 3. Angabe des allgemeiRenk-
tes. Obwohl im Folgenden nur die 3. Mdglichkeitwendet wird, sollen doch alle drei vorgestellt ward

2.1 Angabe der expliziten Gleichung

xx:=1.5: yy:=1.5: zz:=1.5:
zterm =x"3+x*y:
pl otfunc3d(zterm X=-XX..XX, Y=-VYY..Vyy)

Die erste Zeile definiert den (auch fir den Res Aafsatzes gultigen) Zeichenbereich, die zweitdeZaefi-

niert den expliziten Funktionsterm (spater wird Iz Wariable verwendet, daher steht hier nicht zydson
zterm), und entscheidend ist die dritte Zeile.
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Einen deutlicheren Effekt bekommt man durch eirggyeete Streckung in z-Richtung:

pl ot func3d(zterm x=-xX..XxX, y=-yy..yy, ZRange = -zz..22)

Die Flache hat offenbar eifealte. Es handelt sich um die einfachste ,Katastroplaehit”; Naheres findet sich
in Saunders oder in Thom; bei Thom gibt es auf&ein sehr eindrucksvolles Bild, das die Flache dhwitn
Verhalten eines Hundes in Beziehung bringt. Einditfirung der Flache, die ndher bei der Katastrahleemie
liegt, findet man etwa bei Bruce / Giblin, chapter

2.2 Angabe der impliziten Gleichung

Alternativ bekommt man die Flache auch durch diplimite Gleichung (was wir hier aber spéater nichtwen-
den):

dg:=z=zterm

ppp:=plot::lnmplicit3d(d g, X = -XX..XX, Y = -yy..Vyy, Z = -22..22):

pl ot (ppp)

Man beachte in der ersten Zeile, dass die Gleichim@estaltz = zterm hat.

2.3 Angabe des allgemeinen Punktes

Schlief3lich kann man die Flache auch durch einigemleinen Punkt beschreiben:
Fl:= plot::Surface([x, y, zterm, X=-XX..XX, Yy=-VYYy..Vyy):

Fl :: Col or: =RGB: : Bl ue: Fl:: Vi ewi ngBoxZRange=-2zz..zz:
pl ot (FI)

2.4 Ubungen
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Man experimentiere mit anderen Flachentermen, etwa z= X2 + y2, 22 =x%+ y2, X2 + y2 +z°=1,

z=xly, z= x2—y2, z= y2—x2, z=x%, z= x3—3D<Ey2. Man darf auch hohere Grade benutzen, und x

oder y dirfen auch im Nenner stehen!

3. Tomographie

Eine Flache mit dem Funktionstermzf(x, y) kann man sich als Gebirge vorstellen: Zu jedemkP () y)

der x-y-Koordinatenebene gibt es eine wohlbestimidiibe z. Geographen bilden ein Gebirge durch Héhenl
nien ab; dabei handelt es sich um Schnitte desr@=bmit Ebenen, die zur x-y-Koordinatenebene [mrsihd.
Allgemeiner bekommt man Aufschluss Uber die Gestades dreidimensionalen Gebildes, wenn man es mit
zueinander parallelen Ebenen schneidet und dieitBamen untersucht. Auch in der Computer-Tomodjiap
wird dieses Verfahren angewendet; daher die Ubgfstichtiger ware der — allerdings ungebrauchlie Aus-
druck Tomoskopie).

Hier soll die kubische Flache geschnitten werden dnei Scharen von Ebenen: 1. Parallelen zur x-y-

Koordinatenebene, 2. Parallelen zur x-z-Koordinalbeme, 3. Parallelen zur y-z-KoordinatenebeneaBderen
Flachen sind ggf. auch andere Schnittebenen sihnvol

3.1 Tomographie senkrecht zur x-Achse

Schneidet man die Flache mit der zu=a gehoérigen Ebene, so ergibt sich die Schnittkuritedem allgemei-

a a 0 a 0
nen Punk y =| 0 |[+y[l1|. Die Flache besteht somit aus desradeng, : X=| 0 [+y[l1].
a+aly & a as a

Der Code

Fx:=a-> plot::Surface([a, vy, z], y=-yy..yy, z=-2..2, Col or=RGB:: Bl ue):

liefert eine solche Schnittebene Xu~ a.

Will man die Schnittebene sich bewegen lassen (Ation), kommt man mit

Fx_ani:=plot:: Surface([a, vy, z], y=-yy..yy, z=-2..2, a=-1..1,
Col or =RGB: : Bl ue):

plot(Fl, Fx_ani, Axes=None)

zum Ziel.

Aus diesem Grunde lasst sich die Flache d&é@tenveranschaulichen, die senkrecht zur x-Achse ufgeta
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Faden_ani:=plot:: Curve3dd([a, y, a’3+a*y], y=-yy..yy, a=-1..1,
Li neWdth=1.4, Col or=RGB:: Wite):
pl ot (FI, Faden_ani, Axes=None):

Man kann somit mit Plexiglas und Faden ein

Fadenmodell bauen (vgl. Kap. 0); siehe die ne- e
benstehende Abbildung. I S —7
24
Diese Faden-Geraden sind alle windschief zuei- P
nander und selbstverstandlich alle senkrecht zur jif-"
x-Achse. : W

Die Flache zuz = x3+xEy ~besteht" somit aus

Geraden; solche Flachen nennt man Regelflachen
Auch Zylinder oder Kegel sind Regelflachen;

ebenso das hyperbolische Paraboloid (Meyer [1])
oder das einschalige Hyperboloid (das etwa durch

Rotation der Hyperbel mik? -—y2 =1 um die y- W mes
Achse entsteht).

3.2 Tomographie senkrecht zur y-Achse

Die Schnittkurve mit der ziy =b gehorigen Ebene

hat die Gleichungz = x®+bx; man bekommt die
originalen Parameterkurven zuriick. Dies lasst sich
wieder durch Animation deutlich machen:

Fy_ani:=plot::Surface([x, b, z],
X=-XX..XX, z=-2%*zz..2*z7z,
b=-1..1,

Col or =RGB: : Bl ue):
plot(Fl, Fy_ani, Axes=None):

3.3 Tomographie senkrecht zur z-Achse

Die Schnittkurve mit der zwz = ¢ gehoérigen Ebene hat die Gleichurygzg—xz. Asymptoten sind die y—
X

Achse und die umgekehrte Normalparabel.
Diese Hohenlinien kann man in MuPad folgendermadkehtbar machen:
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plot(plot::lnmplicit2d(x"3+x*y,
x=-1.5..1.5, y=-3..1.5,

Contours=[-2, -1.5, -1, -.5, "
0, .5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3]))

Den Zusammenhang zwischen der Flache und
den Hohenlinien sieht man am besten, wenn auch
die schneidende Flache mit eingezeichnet ist:

Hyp := c->plot:: Curve3d(][ x,
c/ x-x"2, €], X=-XX..XX,
Li neW dt h=1. 4,
Col or =RGB: : Bl ue):
Fz: =c->plot::Surface([x, VY, z
C], X=-XX..XX, Yy=-Vyy..Vyy, )
Col or =RGB: : Yel | ow) :
plot (FI, Fz(-.2), Hyp(-.2))

Man kann den Informationsreichtum dieses Bil-
des viel besser auf dem Bildschirm wirdigen.

3.4 Ubungen

Man untersuche auf analoge Weise andere Flachea,die in 2.4 genannten. Welche enthalten GeraBen?
welchen bekommt man die Geraden durch Tomographie?

Das hyperbolische Paraboloid wurde ireWR [1] untersucht, und zwar auch im Hinblick auf dakgende
Kapitel.

4 Tangentialebenen

4.1 Zur Gleichung der Tangentialebene

Unsere kubische Flache wird sicherlich Gberall Tartgn haben. Doch was soll eine Tangente eigerdbaif?
Aufgrund der Vorerfahrungen mit Kurven wird man eagEine Tangente in einem Kurvenpunkt P ist edle s
che Gerade, die die Kurve in P (mindestens) zweitahneidet. (Bei Kurven mit Doppelpunkten odertZ&pi
muss man diese Definition etwas ab&ndern; Einzelhaitwa bei GSoN, chapter 7 oder bei BYER [3]) Au-
Berdem weill man voy = x3, dass die Tangente die Kurve durchsetzen kann.

Analog kann man auch bei Flachen vorgehen (wenhisieichend harmlos sind wie die hier untersuchte)

a u a+ tlu
Eine Gerade durcl? = b hat den allgemeinen PunkX(t) =P+t v |= b+ t0v
a>+a w a+alo+ tOw
Schneidet man sie mit der kubischen Flache, bekommemit dieSchnittgleichung
(a+tr)®+(a+r Y br OY= &+ ab M. (S)

Diese hat nattrlich die (zu P gehérige) LosungO .

Damit die Gerade Tangente ist, muss die Schnittigigig (S) die Losung=0 (mindestens) doppelt haben.
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Bei der naheren Betrachtung von (S) kénnte der &all0 Arger machen; man kann diesen Fall jedoch aus-
schlieRen, das = 0 die Gleichungt [QW—aD/) = 0 zur Folge hatte. Die in Rede stehende Gerade icitte die
0
GestaltX(t) =P+t¥[l 1 |, und es handelte sich dann um eine in 3.3 untbtsu€adengerade. Diese ist sicher-
a
lich Tangente, da sie ganz innerhalb der Flacly. lie

Eine Vereinfachung von (S) liefert

t[ﬁtzm3+t[ﬁstauf+ u]\)+ 340w av B 9\; . Q)

Man sieht:t =0 ist doppelte Lésung von (S) bzw. von (T), wenrs 300 i+ v [ ist.
(Naturlich kann man alle diese Umformungen auchdaih Computer-Algebra-System vornehmen; es gelt abe
viel schneller im Kopf!)

Nun kommt ein wichtiger Schritt: Die GIeichungsz@zElﬁ aw KWl lasst sich auch schreiben als

u 3+ b

% a =0
w -1
a
Das heil3t aber: Alle Tangenten durehs b liegen in einer Ebene mit der Gleichung
a’+alb
3@+ b a
X a = 208 + at. Dies ist dieTangentialebeneu P = b
-1 aS+alb

Die Tangentialebendurchsetztlie Flache:

TF := (a, b)-

>pl ot:: Surface([a+u, b+v,

a"3+a*b+u*(3*an2+b) +v*a],
u=-1.5..1.5 v=-1.5..1.5,

Col or =RGB: : Yel | ow) :

plot(FI, TF(O0.4, 0.2), Ax-

es=None)

Das Bild ist wiederum Uberzeugender, wenn man @s ails Schwarzwei3graphik vor sich hat, sondenman
nipulierbarer farbiger Gestalt auf dem Bildschirm.

Will man etwa zusatzlich den Normalenvektor der Jartialebene sichtbar machen, gelingt das durchalen

a
genden Code; die Anweisung fir PPN spiegelt dierfaterform einer Geraden durchP = b mit
a>+aly
3@+ b
dem Richtungsvekto a wieder. Die Anweisung Scaling = Constrained vetthim unerwiinschte Ach-
-1

senverzerrungen.
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GP:=(a, b)->matrix([a, b, a*3+a*b]):

NV: =(a, b)->matrix([3*a*2+b, a, -1]):

PPN. = (a, b, n)->plot:: Arrowdd(GP(a, b), GP(a, b)+n*NV(a, b),
Col or =RGB: : G een) :

FI1:= plot::Surface([x, y, zterm, x=-1..1, y=-.8..0.8,
Col or =RGB: : Red):

a:=.2: b:=.5: plot(Fl1, TF(a, b), PPN(a, b, -2),
Scaling = Constrained): delete a: delete b

a
Zu jedem (endlichen) Punk® = b der Flache lasst sich die
a+a

Tangentialebene aufstellen (eine analoge Aussage fité den Kegel
falsch).

3+ b
Da der Normalenvektor durgh a gegeben ist, gilt:
-1

e Tangentialebenen sind nie senkrecht zur x- odey-Acrhse.
e Zwei Tangentialebenen stehen nie aufeinander seimkre
» Zwei Tangentialebenen sind nie zueinander parallel.

3K +y
Nebenbemerkundder Normalenvekto X lasst sich schreiben aig, x B, mit
-1
5 X 1 X 0
P :6_ y = 0 und R, :=— y =1
X
xS+ xy 33X’ +y xS+ xy y
0
—f(x,
Iy oY)
X 0
Beschreibt man den Kurvenpunkt allgemein durch y , So ist der Normalenvektor durcha—f(x, y)
y
f(x,
(x,y) 1
gegeben.

4.2 Schnitt der Tangentialebene mit der Flache

Offensichtlich ist die Schnittkurvevon Tangentialebenez = x[@3[ﬁz+ t;+ yDa—( i+ E): und Flache

z=x>+ xy recht interessant. Hieraus folgt durch Eliminatiom z die Gleichung
(x—a)[6y+x2 +alx - 2@2 —b)=0 .

Firx=aistz=a + ally; der allgemeine Punkt der Schnittkurve hat dameit@estalt

X a a 0
y|= y =| 0 |+y[l1| und liefert somit die schon bekannte Faden-Gerade.
z a+aly & a
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Far y:—xz—aD<+ 206 + k (Parabelgleichung in der x-y-Ebene) bekommt man Stthnittkurve dadurch,
dass man die Parabel in der x-y-Koordinatenebehdiaurangentialebene projiziert; dadurch andeath siichts
an der Parabeleigenschaft. Weger —aD¢é + 20 Ox+ Hx hat der allgemeine Punkt der Schnittkurve die

X X 0 1 0
Form|y |= X% —alk+ 2[€¥+ b |=| &+ h+ - a |+ f0-
4 —alx? + 206 Ox+ X 0 24 + -a

Faden := a->plot::Curve3d([a, vV,

an3d+a*y], y=-yy..2*yy,
Li neWdt h=1. 4, Col or=RGB: : Bl ack):

Par abel : = (a, b)->plot::Curve3d(]x,
2*an2- a*x- x"2+b, 2*a"2*x-a*x"2+b*x],
X=-XX..XX, LineWdth=1.4,

Col or =RGB: : Bl ack):

a:=.2: b:=1: plot(TF(a, b), Faden(a), N7 7% 7%
Par abel (a, b), Axes=None): ”Qx,gx
del ete(a): del ete(b) N7
' >

All das lasst sich mit einem Realmodell nicht offieht-
lich machen!

4.3 Zum gqualitativen Krimmungsverhalten

Man konnte anhand der Graphik den Eindruck halsrwiérden immer Teile der Flache ober- und andeieT

a
unterhalb der Tangentialebene liegen. Ist das insu@rWir fixieren dazu den Puni= b und be-
a®+alb
X
rechnen den Abstand des beliebigen Flachenpur@®te y zur Tangentialebene von P. Das geeignete
x3 +x Ly

Werkzeug ist die Vorzeichen-sensitiv&es$esche Normalform. Da es aber nur auf das Vorzeicogkommt,
sparen wir uns die Normierung des Normalenvektbesentscheidende Term ist dann

3@ +b
(Q-P) a =—(x—é[ﬁy+>%+ dx 2a&- )J
-1

Wir haben schon untersucht, wo dieser Term versthwi
det. Der Term zeigt aber noch mehr:

Rund um die Kreuzung von Gerade und Parabel wech-
seln sich positive und negative Vorzeichen abgtdtkch
liegen immer Teile der Flache ober- und andererbate

der Tangentialebene!

Punkte mit diesem Verhalten hei3en hyperboliséhusterscheiden sich grundsatzlich von Punkternr &ngel
(die elliptisch hei3en) oder von (parabolisch geam) Punkten eines Zylinders.

Das Krimmungsverhalten wird quantitativ in Kap.n&her untersucht.

4.4 Schmiegetangenten
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In 4.1 spielte die Schnittgleichung (TI@t2 Du3+tm[ﬂBEaDu+ y+ 340w av B \)v=

eine Rolle. Wennw =3¢ [+ ddw L ist, hat (T) die doppelte Lésurtg=0 .

Wenn sogar3 alu+v =0 ist (den Fallu =0 hatten wir ausgeschlossen), hat die TangenteaeniFlkche sogar
einen dreifachen Schnittpunkt. Eine solche Tangkei®tSchmiegetangente

Ganz offensichtlich gibt es zu jedem (endlicherchenpunkt eine Schmiegetangente. Bei kubischehtiBun
nen hat nur die Wendepunkt-Tangente die Eigensdladt sie die Kurve dort dreifach schneidet.

a a 1
Die Schmiegetangente = b hat also den allgemeinen Purk(t) = b +t1-30@].
a+a a>+alb b

SchnTang: = (a, b)->plot:: Curve3dd([a+t, b-3*a*t, a*3+a*b+t*b],
t=-1.5..1.5, LineWdth=1.4, Col or=RGB:: Bl ack):

a:=.5 b:=1: plot(TF(a, b), Faden(a), Parabel (a, b),
SchnTang(a, b), Axes=None): delete(a): delete(b):

Man uberlegt sich leicht, dass die
Schmiegetangente Tangente an die Schnittparabel
ist. Da der Richtungsvektor der Schmiegetangente

1
durch| -3[&a| gegeben ist, gilt:
b
« Schmiegetangenten sind nie senkrecht zur
x-Achse.

« Zwei Schmiegetangenten stehen nie auf-
einander senkrecht.
Zwei Schmiegetangenten sind nie zueinander
parallel.

4.5 Ubungen

Man bestimme die Tangentialebenen anderer Flackeéna der in 2.4 genannten. Welche enthalten
Schmiegetangenten? Welches Krimmungsverhaltenreeiigeanderen Flachen? Gibt es auch Flachen, die so
wohl hyperbolische als auch elliptische als audfalpalische Punkte enthalten?

Man untersuche insbesondere auch die beiden fodgelidchen auf die verschiedenen Punktsorten:
» den Torus
» die Rotationsflache, die entsteht, wenn die ausSechastik bekannte &Br'sche Glockenkurve um
ihre Achse gedreht wird,.

5. Die NEIL'sche Parabel
5.1 Vorbemerkung

In den bisherigen Kapiteln wurde i. w. die kubisdHache in Beziehung zu bereits bekanntem Stoffayit;
dass dabei der ,bekannte” Stoff z. T. neue Facetégte, unterstreicht den methodischen Wert diBsgspiels.

In diesem und in den sich anschlieRenden Kapitéld &rlautert, wie die kubische Flache zum Studiusner
Objekte einladt.
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5.2 Ein Algorithmus zur Bestimmung von Hullkurven

Projiziert man die Faden-Geraden

a 0
0y 1 X=| 0 |+yll1| senkrecht auf die y-z-Koor-
as a

dinatenebene, erhalt mah, :z=a + aly. Diese

Geraden hiillen eine Kurve ein; im Bild liegen die
Geraden in der rechten Flache.

Um welche Kurve handelt es sich? Fir gewdhnlichabeelt man die Aufgabe, wie man bei einer gegebenen
Kurve in jedem Kurvenpunkt die Tangente berechete Kurve wird dabei aufgefasst als Menge von Ramk
gesucht ist dann die Menge der Berihrgeraden.

Dualisiert man diese Fragestellung, so ist einevK@ufzufassen als Hullkurve von Tangenten; gessthiann

die Menge der Kurvenpunkte. Die Aufgabe besteltt dégin, zu einer beliebigen Tangente den Beriitdpmnit

der Kurve zu finden.

Da das neue Problem zum alten dual ist, sollte diglmeue Lésung zur alten dual sein. Wie geht bwrder
Lésung des alten Problems vor?

Statt der gesuchten Tangertig in einem Kurvenpunkt P berechnet man zunachsBdieante PQ mit einem

zweiten beliebigen Kurvenpunkt Q. Die Tangente ierklart man dann als die Grenzgerade der Sekdnte f
Q- P: Esisttp = lim PQ.
Q-P

Diese Vorgehensweise lasst sich vollstandig deabsi:
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Statt des gesuchten Beruhrpunig fir eine Tangente g berechnet man zunéchst demiteinkt gn h mit

einer zweiten beliebigen Tangente h. Den Berlhrpuak g erklart man dann als den Grenzpunkt degifich
punkts fur h- g: Es istBy = rI]im gnh.
-9

Viele Beispiele fir diese Vorgehensweise findet imaMEeYER [2].

5.3 Zur NeiL’'schen Parabel als Hullkurve

Gegeben sind ihre Tangenten mit der Gleichtiyg: z= &+ aly. Zwei Tangenten (zu den Parametern a und

2 2
—a - alb- if -3[&
b) schneiden einander 8= a-a . Fur b - a bekommt man den Berihrpunkt . Die Kur-
-a? [b- allf —2&°
V8 (22
ve hat somit die Gleichuné?y] = (E] . Es handelt sich um dNEIL'sche Parabel
5.4 Ein alternativer Weg zurd\.’schen Parabel
u 0 u
Eine beliebige Gerade, die zur z-Achse parallehiat den allgemeinen Punkv [+t[10 |=| v |; sie schneidet
0 1 t
die kubische Flache fitr= u® + uly, also stets genau einmal.
u 0 u
Eine beliebige Gerade, die zur y-Achse paralleliiat den allgemeinen PunkiO |+tI1|=| t |; sie schnei-
w 0 w

det die kubische Flache fiw = u® +ult. Fur u#0 gibt es also stets einen Schnittpunkt. Falls O ist, ist
0

auchw =0 und die Gerade mit dem allgemeinen Punk{ verlauft ganz innerhalb der Flache.
0

Viel interessanter ist die analoge Frage nach deradgn, die zur x-Achse parallel sind. Sie habenalige-

0 1 t
meinen Punkt| v [+t[I0|=| v |. Schneidet man sie mit der Flache, erhalt man Sténittgleichung
w 0 w

3+t -w =0; diese hat eine, zwei oder drei Lésungen.

Wir fragen, unter welchen Umstéanden die Gleichurag ekelle Lésungen hat, die nicht alle verschiesied.
Zur Schnittgleichung gehort die Funktign= v -w.

Man sieht sofort: Fliv > 0 gibt es stets genau eine reelle (einfache) Nildste

Fur v =0 gibt es genau dann eine mehrfache reelle Losuagnw = 0 ist.

Fir v<0 koénnen 5 Falle — siehe nebenstehen —
auftreten. Aj /
N I r
| | / \/ /\/ N

Man erkennt: Es gibt genau dann zusammenfal-
lende reelle Nullstellen, wenn das Produkt der
Extremwertordinaten verschwindet.

Mathematikinformation Nr. 46



24

Man rechnet schnell nach, dass die Extremwertadmzislurch+ /—% und die Extremwertordinaten durch

iZTD/ /_T\; —w gegeben sind; das in Rede stehende Produkt lggitFotlen Wertw? +%W3.

Daraus folgt das Ergebnis: Die obige Schnittgleighuhat genau dann mehrfache L&sungen, wenn

2 3
(%J +(é] =0 ist. Diese Gleichung beschreibt die gleich|alNsche Parabel wie die oben aus der Hullkur-

veneigenschaft hergeleitete.

5.5 Ubungen

Die NEeiL'sche Parabel hat schéne mathematische Eigenschafitt mehrere Beziehungen zur gewoéhnlichen
guadratischen Parabel. Man informiere sich dariibdnternet oder in MYER [2] und MEYER [5]. Insbesondere
liegen die Mittelpunkte aller Krimmungskreise eigeiadratischen Parabel auf einezilNschen Parabel. Man
bekommt dieselbe Kurve auch als Huillkurve alleralBamormalen.

fff:=plot::Function2d(x"2, x=-1..1,

Li neW dt h=2):

Nor mal e: =a->pl ot : : Curve2d([ a+t*(-

2*a)/sqrt(1+4*a"2),
ar2+t*1/sqrt(1+4*a~2)], t=0..2,

Li neWdt h=.1):

vi el eNormal en: =a. j : =Normal e(j / 20) $j =-

20. . 20:

plot(fff, vieleNornmalen, Axes=None)

6. Kurven auf der Flache

Wir haben schon gesehen, dass auf der Flache nfaldehungz = X3 + xy unterschiedliche Kurven liegen:
» die Faden-Geradeg, :z= &+ ally (in der Ebene mik =a),

e die kubischen Parabeln mit der Gleichung X3 + bk (in der Ebene mityy =b),

» die kubischen Kurven mit der GIeichuryng—x2 (in der Ebene mik = c),
X

0 1 0
» die Parabeln mit dem allgemeinen Pu REE + b|+ x ~a |+ 20- (in der Tangentialebene zu
0 208 + b -a
a
P= b )
a®+alb

Diese Kurven sind alle eben. Aber selbstverstahdiibt es auch raumliche Kurven auf der Flachesaliger-
den zum Beispiel geliefert durch das Folgende:

6.1 Extrema der kubischen Parabeln
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Die kubische Parabel mit der Gleichurm= x3+ bk hat fir b<0 ein Extremumbei x =+ %b Mit

+ u
u:= f%b gilt: Das Extremum is -3 |; das obere Zeichen gehdrt zum Minimum; das urzene
Fond

Maximum. Alle Extrema liegen auf deium-
lichen Parabemit dem allgemeinen Punkt

K
-30k?
—21k8

Extr:=plot:: Curve3d([Kk,
-3*kn2, -2*kn3],
k=-0.8..0.8,

Li neW dt h=1. 4,
Col or =RGB: : Wi te):
plot(Fl, Extr)

6.2 Alternative Gewinnung der Extremkurve als Sitvikslinie

a 0 b 0
Zwei Faden-Geradeg, : X=| O |[+Al1| undgy : X=| 0 |+pll1| sind zueinander windschief. Wir
a a b3 b

wollen ihren kiirzesten Abstand berechnen.
Das Abstandsquadrat zweier beliebiger Punktegguéind gy, ist gegeben durch

0:=(a- b)2+()\—u)2+(£— B+ Da—uDl)z;

dieser Ausdruck soll minimal werden. Das fihrt
zur BedingungA = und damit zu

6=(a-b)+(a- °f &+ @b %+A)2.
Man sieht, das® minimal wird fur
A =—(a2+a|]b+ k?).

Der kiirzeste Abstand ist somit so grof3 &ie b.

Der FuBpunkt der Lotverbindung ist

0 a
Fap=| O —(a2+ allbt G) = —( 4+ ab f) ; fur b » a bekommt man deKehlpunkt
a

QO

Lo

—(az (b+ al]t?)
a
K,=|-3@°|.
20

Die Striktionslinieist nun die Kurve alle Kehlpunkte; sie stimmt ohitr Extremkurve in 6.1 tberein. Das ist
natdrlich nicht fur alle Flachen der Fall.
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7. Die raumliche Parabel

7.1 Allgemeine Eigenschaften
t

Ein allgemeiner Punkt auf der raumlichen ParabetireaForm t2

tt:=1.5:
RP: =pl ot:: Curve3d([t, t"2, t"3],
t=-tt..tt, LineWdth=1.4,
Col or =RGB: : Bl ue):
RPx: =pl ot::Curve3d([tt, t~"2,
t~3], t=-tt..tt, LineWdth=.5, z -
Col or =RGB: : Red) : )
RPy: =pl ot::Curve3d([t, -tt"2,
tn3], t=-tt..tt, LineWdth=.5,
Col or =RGB: : G een):
RPz: =pl ot::Curve3d([t, t"2, -
tt~3], t=-tt..tt, LineWdth=.5,
Col or =RGB: : Bl ack):
pl ot (RP, RPx, RPy, RPz)

EineTangentehat mit der rAumlichen Parabel einen (mindestdappelten Schnittpunkt.

a 1
Der allgemeine Punkt der Tangente fix a hat mithin die For a® |+sll 20al.
a 3

Mit dem Code

Tan_ani: =pl ot:: Curve3d([a+s, a"2+s*2*a, ar3+s*3*a"2], s=-2..2,
a=-2..2, LineWdth=.5, Col or=RGB:: Red):

pl ot (RP, Tan_ani, Axes=None):

kann man die Tangente an der Kurve entlang warldesen.

Eine Schmiegungsebeimat mit der raumlichen Parabel einen dreifachdm&punkt.

x) (u ajl(u a
Es sei|y |0V |= a |0 v| die Gleichung einer Ebene duréh= & |. Schneidet man sie mit der Kurve, so
Z 1 a3 1 a.3
t) (u a)u
erhalt man die Schnittgleichu gt2 v|=|a®|0v|. Die Schnittgleichung hat natirlich die Losuhg a.
)1 (a3) (1

Sie soll diese Lésung dreifach haben; dazu mus8a und u = 3 sein.

x) 3@

Mithin hat dieSchmiegungsebenze t =a die Gleichung y |1 -3[& | = a.
z 1

Mit dem Code

SchnEb_ani : = plot::Surface([a+u, a”2+a*2*u+2*v,

ar3+3*an2*u+6*a*v], u=-1.5..1.5, v=-1.5..1.5, a=-2..2,
Col or =RGB: : Yel | ow) :
pl ot (RP, Tan_ani, SchnEb_ani, Axes=None)
wandern Tangente und Schmiegungsebene an der Knthang. Auf ein statisches Bild wird hier verzightda
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das dynamische Wandern viel instruktiver ist.

Auch die Schmiegungsebene durchsetzt die Kurve!

3@
Nebenbemerkung: Der Normalenvekior3[a | der Schmiegungsebene ist parallel zu
1
a 5 a
% 22 :'? 2
ad a

Die raumliche Parabel wurde in Meyer [5] ndher tsueht; dort finden sich auch allgemeine Betraogéumzur
Krimmung von Raumkurven.

7.2 Ubungen

Man besichtige andere Raumkurven mit MuPad unéesteingenten und Schmiegungsebenen auf. Gibt és auc
Raumkurven, die nicht tiberall Tangenten oder Scpanigsebenen haben?

Das erste Bild in 7.1 zeigt Projektionen der Raum&uAndere Projektionen fliihren zu anderen ebengrdf!

Wenn man mag, kann man auch diejenige (recht kampie) Flache untersuchen, die von allen Tangetdéen
raumlichen Parabel gebildet wird:

Tan: =a->pl ot :: Curve3d([ a+s, a’2+s*2*a, a"3+s*3*a"2], s=-2..2,
Li neWdt h=.5, Col or=RGB:: Red):

vieleTang := (a.j := Tan(j/20)) $ j=-30..30:

pl ot (RP, viel eTang, Axes=None)
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8. Unendlich ferne Punkte

8.1 Unendlich ferne Punkte im Zweidimensionalen

Kurven und Flachen zeigen in den ,unendlich ferneahkten mitunter ein ganz tUberraschendes Verhadlen
dem auf die Spur zu kommen, muss man vom affinerkten und Geraden zu projektiven Punkten und Gerade
Ubergehen. Das geschieht in finf Schritten:

5. Alle ,bisherigen” PunkteP = (Z) der affinen (endlichen) Ebene werden nun als RumktRaum be-

a
trachtet, die in der Ebene mit=1 liegen; P hat dann die Koordinat®=| b|.
1
a
5. Zujedem affinen PunkP =| b| gibt es eine Ursprungsgerade. Diese hai@jektiver PunktDie pro-
1
a A&
jektiven Punkte b | und | Ab | (fir A #0) werden als gleich angesehen, da sie zur gleithen
c Ale

sprungsgeraden gehdren; wir schreiben sie(aals: b : c) Insbesondere sind die Koordinaten ei-

nes projektiven Punktdeomogen

5. Nun kommt die Vervollstandigung beziglich der PenedeUrsprungsgerade wird projektiver Punkt
genannt, auch wenn sie die Ebene mit 1 gar nicht schneidet. So bekommt man die ,unendhch
nen Punkte®; sie sind dadurch gekennzeichnet, iiesz-Koordinate verschwindet.

Was kann man Uber die ,Lage" des unendlich fernemke (u TV O) sagen? Betrachten wir dazu die affine

A
Gerade mit dem allgemeinen Pu{l%twjm(u A VAR %) Flr A - o bekommt mar(u A VA O).

4. Zu jeder affinen Gerade in der Ebene mit
z =1 gibt es eine Ursprungsebene. Diese
heil3tprojektive Gerade.

5. Nun kommt die Vervollstandigung be-
zlglich der GeradenledeUrsprungsebe- M z=1
ne wird projektive Gerade genannt, und Z
zwar auch dann, wenn sie die Ebene mit
z=1 gar nicht schneidet Dies ist genau
fur die Ursprungsebene miz =0 der

Fall. Auf dieserFerngeradenliegen alle
unendlich fernen Punkte.

Man bekommt die affinen Punkte bzw. Geraden zuriimlem man die projektiven Punkte bzw. Geraden mit
der Ebene zwiz =1 schneidet.

Man Uberzeugt sich nun leicht davon, dass zweiegitivje Geraden stets einen projektiven Schnittphakeen.

Umgekehrt gehért zu zwei projektiven Punk{@g @ by : ¢) und(a : by : ) eine projektive
Gerade, die gegeben ist durch den allgemeinen Punkt

=1
(g +alt : kp+hOt @ o+ ql) = (als a @ gs p : @+
far t=0 bekommtmar(ay : by : ), undfirt=co bzw.s=0erhdltman(a; : b : q).Die
Zwei-Punkte-Form einer projektiven Geraden ist @&isdacher als bei affinen Geraden.
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Man wirde sich die Ferngerade gerne genauer
ansehen. Um dies zu erreichen, projizieren wir die
projektiven Punkte und Geraden auf eine Kugel

mit der Gleichungx2 + y2 +z%2=1.

u 0
Verbindet man| v | mit | 0|, gelangt man zu
w 0
den beiden Kugelpunkten
u
t; v |. Die Ferngerade wird auf

2 2 2
u=+v-+w W

den Aquator abgebildet.

Der Nutzen dieser Projektion wird bei den folgen&eispielen offensichtlich, die sich mit der Begtiomg der
unendlich fernen Punkte einer Kurve befassen. Berifdlgenden Kugelbildern beschréanken wir uns &aif d
Vorderansicht.

t
Beispiel 1:Parabel mity = x2 bzw. ( ZJ . Der ‘
t

allgemeine Punkt ist

t=
t). s
[tz]:(t ot 1) = (s 1 sz)
, und fir s= 0 bekommt man den (doppelten!)
Fernpunkt(0 : 1 : 0).

Alternativ kann man auch so vorgehen: Die homogétmardinaten der Parabelpunkte erfillen die Gleighu
ylz= x° . Der Schnitt mit der Ferngerade liefert=0 (doppelt!) und damit den Fernpunm S 0) .

Beispiel 2:Kubische Parabel miy = x3 bzw.

t
( 3J. Der allgemeine Punkt ist
t

und fur s= 0 bekommt man den (dreifachen!) (

Fernpunkt(0 : 1 : 0). ‘
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t
Beispiel 3:Hyperbel mity -1 bzw. [UJ. Der all- '
X

gemeine Punkt ist

(t;%;lj:(tz;l;t)ii(l;g;g. /_A\

Fur t =0 bekommt man den Fernpunkt
(0 : 1 : 0),und furs= 0 bekommt man den zwei- ‘

ten Fernpunk(1l : 0 : 0).

Z N\

Auch hier sei der alternative Weg kurz angedeliet:zu den homogenen Koordinaten gehdrige Gleichung
lautet x [y = z2. Der Schnitt mit der Ferngeraden liefert=0 odery =0 bzw. die Fernpunktéo N 0)

und(1 : 0 : O).

Ubrigens: Die Asymptoten sind die Tangenten in den Fernpamkauch hieran sieht man, dass die Einfiihrung
des Unendlichen keine blol3e Spielerei ist.

Aufgrund von[t : % : 1) = (t2 S t) sind Hyperbel und quadratische Parabel projekiteimander

verwandt.

8.2 Unendlich ferne Punkte im Dreidimensionalen

Im Dreidimensionalen geht alles so wie im Zweidisienalen; der einzige Unterschied ist nur, dass siam
nichts mehr vorstellen kann. Wir miissen also reimél und syntaktisch argumentieren (dass das sihist
und gut geht, wird in Biichern Uber projektive Getimaébewiesen).

X
Aus einem affinen Punkty | wird der projektive Punk(x Sy Loz 1) (mit homogenen Koordinaten).
z

Da Geraden durch zwei Punkte und Ebenen durctPdigite bestimmt sind, braucht man sich bei derejekr
tive Einbettung keine Sorgen zu machen. Die unehdiérnen Punkte liegen nicht mehr auf einer Gerade

sondern in einer Ebene; diese Fernebene enthatirdiePunkte(1 : 0 : 0 : 0, (0 : 1 : 0 : 0
und(0 : 0 : 1 : O.

a
Betrachten wir nun unsere kubische Flache mit dégeraeinen Punk b , S0 wird daraus der projekti-

as+al

vePunkt(a © b : &+db : ) = (6 - Bt 1t B% :Q);fUrc:Obekommtmanmithin
den (dreifachen) Fernpunk® : 0 : 1 : 0.

b
Aullerdem ist(a © b : &+db : ) = (ﬁd 1 %14 a :)1; fir d=0 erhalt man somit

den Fernpunk(o 1 a ().Man sieht, dass alle Fernpunkte auf derjenigerad@ liegen, die durch
die Punkte (0 : 1 : 0 : 0 und (0 : 0 : 1 : 0 geht; sie hat den allgemeinen Punkt
(0 :B :vy: 0.

Leider kann man nicht mehr so schéne Bilder wiedesi Kurven herstellen.
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8.3 Tangenten in den Fernpunkten

Wir wollen nun die Tangentialebene zu dem allgemeiﬁernpunkt(o B oy o 0) bestimmen und
gehen vor wie oben in Kap. 4.1.

Eine Gerade durcf0 : B : y : 0) hatden allgemeinen Punkt
(O+tlk @ B+tA @ y+tOu @ O0+tl).

Die kubische Flache mit dem allgemeinen PL(ﬂi(t © b : &+db : ). hat die Gleichung

zw? = x3+ yX[ ; dabei ist w die 4. Koordinate.

Dies fuhrt zur Schnittgleichunfy +t Q) [t ) = (t k) + (B +t ) [ft (k) [{t @) bzw.
t2 Eét E(]u w2 -k3-NK Eb) +yD Z—BDk Eb) =0, die die Losungt =0 sogar doppelt hatlede Gerade durch
(0 : B : y : 0) schneidet die Flache dort mithin zweifach.

Ein &hnliches Phdnomen hat man bei der.idchen Parabel mit der Gleichur)gf =x3 und dem allgemeinen

2

t
Punkt[

3] : JedeUrsprungsgerade hat mit der Kurve im Ursprungreth@ppelten Schnittpunkt. Tangente wird
t

man dann diejenige Gerade nennen, die im Ursprimmiarve sogar dreifach schneidet (das Ergebnidiésk-
Achse).

So machen wir es auch hier: Fi]ﬂ)z Bk =v EQyEv —BDk) =0 soll eine Tangente vorliegen. Das ist der

Fall fir v=0 und fUryEv2 =BK.

Schon der erste Fall macht Schwierigkeiten: Deyeatleine Tangentenpunkt ist durch
t==

(tk : B+t @ y+tu : 0) = (k : sB+A : sy+p : Q

gegeben, und man sieht: Jg@lerade mit dem Richtungsvekt(x S N | 0) ist Tangente. Von einer

Tangentialebene kann keine Rede sein.

8.4 Projektive Verwandtschaften

Wir haben in 8.1 gesehen, dass Hyperbel und Panaieihander verwandt sind. Nun ist auch klar, wian
analoge Verwandtschaften zur kubischen Flachedilenstkann:

c==

Wegen(a:b:zf’+a]b:)=a(€ - Bt 1+ B% ::i)z(l:[ﬂ)c %+ b:)
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kann man die Flache mit dem allgemeinen affinen

ble c X
Punkt| b+1/c? |2| bkt |2 y
c b+1/c?) |y/x+1/x?

betrachten mit dem Ergebnis

FI 1. = plot::Surface([x, VY,
y/ x+1/ x"2], X=-XX..XX, Yy=-

yy..yy):
pl ot (FI 1)

8.5 Ubungen

Man untersuche weitere Flachen, die mit x° + xy projektiv verwandt sind.

9. Parallel- und andere Flachen

9.1 Parallelflachen

Aus Kurven kann man neue machen! So ist bei
der Normalparabel die Frage fruchtbar, welche
Kurve man erhalt, wenn man in jedem Parabel-
punkt a Einheiten senkrecht zur Kurve geht. Fur
hinreichend groRBe a bekommt man auf diese
Weise hinreichend interessante Parallelkurven
(vgl. MEYER [6], wo auch andere Ausgangskur-
ven verwendet werden):

tt:=1.5:

Par abel Punkt: =t->matrix([t, t*2]):

Par abel : =pl ot : : Curve2d( Parabel Punkt (t), t=-tt..tt):

Nor mal enVekt or: =t->matri x([2*t, -1])/sqrt(4*t"2+1):

Par al | el KurvenPunkt: =(t, a)->Parabel Punkt (t)+a*Nor mal enVektor(t):
Par al | el Kurve: =a->pl ot :: Curve2d(Parall el KurvenPunkt(t, a),

t=-tt..tt):
Par al | el Kurve_ani : =pl ot:: Curve2d(Paral | el KurvenPunkt (t, a),
t=-tt..tt, a=-2..0.5):

pl ot (Par abel , Parall el Kurve_ani, Axes=None)

Eine analoge Vorgehensweise bietet sich auch bei
unserer kubischen Flache an: Zu jedem Kurven-
punkt geht man a Einheiten in Richtung des je-
weiligen Normalenvektors:

xx:=1.5: yy:=1.5:
FIP:=(x, y)->matrix([x, v,
XN3+x*y]):
FI := plot::Surface(Fl P(x, y),
X=-XX. . XX, Y=-YYy..VY,

Col or =RGB: : Red):
NV: =(x, y)->matrix([3*x"2+y, x, -1])/sqrt((3*x"2+y)"2+x"2+1):
PFI P:=(x, vy, a)->FIP(x, y)+a*NV(x, y):
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PFl : =a->plot:: Surface(PFI P(x, y, a), X=-XX..XX, Y=-VYYy..Vy,
Col or =RGB: : Bl ue):
plot(Fl, PFI(-1), Axes=None)

Hier zeigen sich ,raumliche Fischschwanze"; einentlicheren Eindruck bekommt man durch den Anbtiek
Originalgraphik am Rechner.

Die animierte Fassung bekommt man durch

PFl _ani:=plot::Surface(PFlIP(x, y, a), X=-XX..XX, Yy=-VY..VYy,
a=-3..0, Col or=RGB::Blue):
pl ot (PFl _ani, Axes=None)

Hier lasst sich fragen: Fir welche Werte von a diiigser Fischschwanz-Effekt tberhaupt auf?

9.2 Spiegelflachen

Mit Parabeln kann man noch viel mehr machen (si¢beer [4]):
Man spiegle die Geradg: y =v punktweise an der Normalparabel. Wie macht maf dasn Beispiel so:

t
Von jedem PunktP=(t2J der Normalparabel wird die Normale mit dem allgevea Punkt

t -20
X () =(t2]+SE€ 1 J gebildet; diese schneidet die Gerade gsfiatrv—t2 in

X (v —t2) =[tt2]+(v -t [E_zl[t] =(vj .

Dann gilt fir den gespiegelten Punkt C die Bestiurg C(t) = X(—v+t2) , also ist

_[tif+2mv)-20°
qt)( 20)- }

Dies alles kann man wdrtlich in MuPad tbernehmen:
tt:=1.5:

P.=t->matrix([t, t"2]):

Par abel : =pl ot :: Curve2d(P(t), t=-
tt..tt, LineWdth=1):

C=(t, v)->matrix([t*(1+2*v)-2*t"3,
2%t N2-v]):

Spi egel Kurve_ani : =pl ot:: Curve2d(C(t,
v), t=-tt..tt, v=-2..2):

pl ot (Par abel , Spiegel Kurve_ani,
Axes=None)

Fur unterschiedliche Werte von v gibt es unterstiiibe
Kurvenformen!

Wiederum lasst sich alles auch fiir die kubischetfdamitz = x> + xy durchfiihren:
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a
Man spiegele die EbenE : z=v punktweise an der Flache. Von jedem Flachenpuik b wird
a®+alb
a 3+ b

die Normale mit dem allgemeinen PunKis)=P= b + a gebildet; diese schneidet die

a+alb -1

a 3+ b
Ebene E firs= & + alb- \in X(a3+aEb—v)= b +(a?+ alb } a |=

aS+al -1 v
Dann gilt fir den gespiegelten Punkt C die Bestiuneag
a 3+ b
C(a, b)= X( v—(a°’+ a]k))z b —( i+ @b a
a®+allb -1

In MuPad erzeugt man die animierte Flache so:

xxX:=1.5: yy:=3:

FIP:=(x, y)->matrix([x, y, x"3+x*y]):

NV: =(x, y)->matrix([3*x"2+y, x, -1]):

Spi egel Fl aechenPunkt: =(x, vy, Vv)->FIP(x, y)-(x*3+x*y-v)*NV(X, Vy):

Spi egel Fl aeche_ani : =pl ot : : Sur f ace( Spi egel Fl aechenPunkt (x, vy, V),
X=-XX. . XX, Yy=-yy..yy, v=-2..2):

pl ot ( Spi egel Fl aeche_ani, Axes=None)

Auf die Abbildung der entstehenden Flachen solt kiexzichtet werden, weil keine zweidimensionale dbel-
lung die entstehende Gestalt angemessen wiedergahan

10. Quantitative Krimmung

Bisher wurde die Krimmung in Kap. 4.3 nur qualitddehandelt; nunmehr soll ihr genauer Wert bestinvert
den.

Die Grundgedanken der in der Differentialgeometiidichen Vorgehensweise werden etwa b@&iBERT /
CoHN-VOosseN Kap. 4 recht anschaulich erlautert; die dort hdebene allgemeine Methode wird hier konkret
ausgefihrt.

Da die Krimmung in einem Flachenpunkt auf die Kriumg einer ebenen Kurve zurtickgefihrt wird, missen
wir etwas ausholen:
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10.1 Krimmung einer ebenen Kurve, deren Punktazixgegeben sind

Als Vorbereitung sehen wir uns zunachst einmal\dabalten einer Kurve in der zweidimensionalen Eban.
Man erhalt den zX(t) gehdérigen Krimmungskreismittelpunkt(t) , indem man die Normale 2¥4(t) mit der

Normalen zuX(t+h) schneidet und im Schnittpunkt h gegen Null gelgsstl Am besten kann man Geraden

miteinander schneiden, wenn die eine in Parametertod die andere in Normalenform gegeben ist. didir
Normalenform braucht man einen zum Tangentenrigfguektor X'(t) orthogonalen Vektor; dieser sei mit

X‘(t)Ij bezeichnet. (Zwar ist>(‘(t)Ij nicht eindeutig; die damit verbundene Unbestimittivird sich aber
wegkurzen.) Fur die allgemeinen Punkte Y der erwgihiNormalen gilt dann:

Y =X(t) +sD('(t)D (Normale zu t) und
Y IX'(t +h) =X(t +h) [X'(t +h) (Normale zut+h).
Die Schnittpunktsbestimmung fuhrt auf

X(t+h)=X(t) .
<= (X(t+h)=X(t)) X' (t +h) _%D( (t+h)

X'OUX(E+h) oy X=X
h

(man beachte im letzten Nenner, dass sDétét)D[X‘(t) =0 qilt); fuir h -~ 0 bekommt man den Term

M Daher istM(t) = X(t) +M[§K‘(t) Y. die Krimmung als reziproker Krimmungs-
X' ()7 X" (1) X'(t)P X (t)
vy Oy
kreisradius istk(t) =L[X3(t) .
X0

0
(Bei diesen Betrachtungen ist'(t) ;t(oj vorausgesetzt. FUD(‘(t)D[X”(t) =0 ist zwar der Begriff des

Krimmungskreises nicht mehr sinnvoll, wohl aberBlegriff der Krimmung.)

Als Anwendung berechnen wir die Krimmung einer Bakanit y =alb? im Ursprung: Der allgemeine Kur-

venpunkt ist X(t) ={ ;ZJ also X‘(O)=(é], X'(O)Ij =[Sj X"(0)=(20BJ und k(0)=2CA. Fur a=0
a

liegt eine Gerade mik(0) =0 vor.

1 -y 0
Fur Funktionsgraphen miX(x) =[Xj, X'(x) =( j X! D(x) =[ i/j und X"'(x) =( ] ist die Krimmung
y y y
y"
1+(y")

egeben durchk(x) = .
geg (x) 2)3,2

10.2 Krimmung von einigen ebenen Kurven in impizibestalt

Wir werden bald den Fall behandeln mussen, dasKuligengleichung nur implizit gegeben ist. Es wiizgear
nicht weiter schwierig sein, aus den impliziten iGheingen (die hier samt und sonders Kegelschritire \wer-
den) jeweils eine Parameterdarstellung zu entwicked erscheint aber als eleganter, diesen Umwegrmei-
den.

Zunachst mussen wir uns um die implizite Differatitin kimmern; wir erlautern die Vorgehensweisedzinst
am Beispiel des Kreises it +y2 =1.

Fur jeden Kreispunkt P kann man in einer Umgebuoig R den Kreis durcty = $(x) beschreiben. Fir die
weitere Vorgehensweise muss ngagar nicht kennen.
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Die Kreisgleichung lautet num? +(c|)(x))2 =1. Leitet man nach x ab, so folgt mjf(x) =y unter Beachtung

der Kettenregel das Ergebmisty[y'=0 bzw. y'= —5. (Die Tangente steht also auf dem Radius senkjecht
y

)2 2,2
1+
Eine weitere Differentiation Iiefe|1+(y‘)2 +yy'"= 0 und damity"''= - (v) =X +3y = _is .
y y y
Die Krimmung in einem beliebigen Punkt betragt dadvavartungsgemarlk(x) =y—3/2=—1 (wenn
2
1+(y") )

man sich um das Vorzeichen nicht kimmert).

Die Vorgehensweise lasst sich verallgemeinern;bséuchen allerdings nicht den allgemeinsten Falidsrn
X 0

kénnen uns auf Kurven mit der Gleichudyx, y):=A X% +BX y+C E/z +D[y =0 an der Stelle( j = (Oj
y

beschréanken.
Die erste Ableitung nach x ergil2CA X +B EQy+x KA ) +2[Cy0y'+ DOy'= 0 und dahery'=0 im Ursprung.

Nochmaliges Ableiten liefert 2[A +B {20+ x /") + 2EC[€(y')2+ yDy")+ DOy'= ¢ und deswegen

. 20A
y :_T im Ursprung.

Setzt man alles in die Krimmungsformel ein, so lerhan k(0) = —%.

10.3 Anwendung auf die Flachenkrimmung im Ursprung

0
Der Ursprung| 0| liegt auf der kubischen Flache mit= X3 + xy; die zugehoérige Tangentialebene hat den
0
0
NormalenvektorN =| 0 |. Nun betrachten wir eine Ebene E, die durch desptuing verlauft und N als einen
1

Richtungsvektor hat. E soll sich also um den Noeme¢ktor drehen.
Die Drehebene lasst sich gut in animierter Forralisieren:

GP:=(a, b)->matrix([a, b, a*3+a*b]):

NV:=(a, b)->matrix([3*a"2+b, a, -1]):

RV:=(a, b, w->matrix([cos(w), sin(w), (3*a*2+b)*cos(w) +a*sin(w)]):

X:=(a, b, u, v, W->GP(a, b)+u*NVv(a, b)+v*RV(a, b, w):

Rot E ani:=(a, b)->plot::Surface(X(a, b, u, v, w), u=-1.5..1.5,
v=-1.5..1.5 w=-Pl/2..PI/2, Color=RGB:: Yellow):

zterm =x"3+x*y:

Fl:= plot::Surface([x, y, ztern], x=-1.5..1.5,
y=-1..1, Col or=RG@B:: Red):
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PPN: = (a, b, n)-
>plot:: Arrowdd(GP(a, b), GP(a,
b) +n*NV(a, b),

Col or =RGB: : Bl ue):
a:=.3: b:=.6: plot(Fl, PPN(a,
b, -3), RotE ani(a, b), Ax-
es=None,

Scal i ng=Constrai ned): de-
lete a: delete b

Dabei ist GP der in der Flache gelegene Grund-
punkt P, NV gibt die Richtung der Normalen N
der Tangentialebene an, RV ein zu N senkrechter
Vektor und X ein Punkt der sich drehenden Ebe-
ne. Mit PPN wird der Vektor von P in Richtung N
erzeugt.

E hat mit der Flache eine Schnittkurve; wir bettanhdie méglichen Krimmungen dieser Schnittkurven i
Ursprung.

0 cosh pOco%
Ein allgemeiner Punkt auf E hat die Fobn=A [0 |[+pdlsing |=| p&ing |. Dabei sind\ und p lokale Ko-
1 0 A

ordinaten der Ebene E; die beiden Richtungsvekteo@erE sind orthonormal..
Schneidet man E mit der kubischen Flache, so emitt die Schnittgleichung

A= u?’ E:o§3¢+p2Dco$> Osip .
Diese Gleichung beschreibt die Schnittkurve, undrzw den lokalen Koordinatenund .

A 0
Nun kommt eine entscheidende Einsicht: Wir intéezes uns fur die Krimmung iE j:(oj, und um die
sl

Kriimmung zu bestimmen, brauchen wir nur eine quatdtze Anndherung an die Originalkurve (rechentech-
nisch sieht man das daran, dass in die Krimmungsianur die beiden ersten Ableitungen eingehen).
Wir brauchen also nur die Krimmung der Kurve mit

A = 2 [Eosp Csin :_Si”(zzm’) m2

A 0
im Punkt[ ]:[O] zu betrachten. Diese quadratische Kurve ist earaliel mit der Scheitelpunktskrimmung
sl

K =sin(2) (vgl. 10.1).
Hieran erkennt man: Je nach Einstellung des Winkeliggt die Krimmung zwischen 1$(=45°) und -1

(¢ =-45°).

Far ¢=0° und ¢ =90° verschwindet die Krummung. Furp =0° hat E den allgemeinen Punkt
0 1

X =A00 |+pd0| und daher die Gleichung =0; die Schnittkurvez = x° hat tatsachlich im Ursprung eine
1 0

Wendetangente und daher verschwindende Krimmung. ¢&90° hat E den allgemeinen Punkt
0 0

X =AM0 |[+pdl1 | und somit die Gleichung =0; die Schnittkurve ist eine Gerade.
1 0
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10.4 Anwendung auf die Flachenkrimmung irgendwo

Die Vorgehensweise des letzten Unterkapitels Kisktverallgemeinern.
Um die Bezeichnungen dbersichtlich zu halten, nenwie

PO ::ﬁ fir jeden Punkt (oder Vektor) P,
c:=a+ alh,
d:=30 + h.
a d
Wir betrachten den Flachenpunkt=| b| mit dem zugehérigen Normalenvektbr=| a | der Tangentialebe-
o -1
cosd
ne. Senkrecht zu N verlauft der VektBy, = sing . Die sich um den Normalenvektor drehende
dltosh + dlsinb

Ebene E hat den allgemeinen PubkE P+0[N+T[Ry .

Allerdings bilden N undRy zwar ein Orthogonalsystem, aber noch kein Orthmatsystem. Dieser Mangel
lasst sich durch Normierung leicht beheben:

X =P+)\IZNO+uD?¢0 mit A =o{N| und u=r[|R¢|.

Nun stellerh undp die lokalen Koordinaten in einem Orthonormalsystem E dar.

Die Berechnung der Schnittgleichun¥ &P +0[N+T[Ry mit z= X3 + xy) Uberlasse man ggf. einem Com-
puter-Algebra-System (allerdings tut sich MuPad il griechischen Buchstaben schwer). Entfernt mign
Terme mita®, 6?0, o@?, 13, so bekommt an die Gleichung

AGR?+BOEB+CH°+DB =0 (KS)

mit

A =cos¢ [{ 3alcos + sih), B=alf6lt+ Jlcop+ dsip, C=aldf3Id+ }, D=d?+a’+1=| l\]z.

Die durch KS gegebene Kurve stellt einen KegelgtliBilipse oder Parabel oder Hyperbel) dar. Umaclvel Art
von Kegelschnitt es sich dabei handelt, kann mamifuden Methoden von Kap. 8.1 ermitteln:

In projektiven Koordinater{c : T : p) hat (KS) die Gleichungh (i +B [ [ +C 62 +D 6 [p = 0.

Der Schnitt mit der Ferngeradep £ 0) liefert A {°+BE B +CB2=0. Diese guadratische Gleichung hat
keine Losung (Ellipse) oder zwei verschiedene (Hlypk oder zwei zusammenfallende (Parabel).

Statt der Entscheidung nachzugehen, um welchenlgagett es sich dabei handelt, interessieren w# fiir

. . (o 0
die Krimmung m[ ]=( ]
T 0

Dazu allerdings muss (KS) in den orthonormalen idowtenA und p ausgedrickt werden; man erhalt wegen
A=c[N| undp= TE|R¢| die Gleichung

A B C L2, D

@2+ A+ +—[M=0.
Ro* [Re[IN N2 N

L—mZ

Wendet man nun die Formeln aus 10.2 an, so erigiot s

K__&ﬂcos¢[ﬂ3]d]co$+ sidzl) .

N[ 1+ (drosp+ alsing)
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Fur die weitere Verarbeitung stof3t auch ein CASMidgPad schnell an seine Grenzehier ist etwas Kdpfchen
effektiver:

Um den eingekastelten Ausdruck der Rechnung zugdieglzu machen, kirzen wir mttoszq) und erhalten

mit m:=tan¢ die Beziehungk =—£D 3t m = ——2D 3ar m 5
NTL ey N e o
cos? (0]
Der Ausdruck wird noch einfacher, wenn mar= 3Ca+ m setzt; man bekommt

2 n
K=-—10 7|
IN| 1+ m? +(b+ a)

Da der Nenner stets positiv ist und wegar= n'= 1+ nt gilt:

d
d—:):o - nf2omimy 2(b- AhO@ Y= rof 4 for B 2arbn 2@ %)

o 2+ &0f = nf+ B8
nZ+a2?= 1+ O+ 1§

21t oOF + If
1+a°
Die extremalen Krimmungen sind daher durch + w charakterisiert.
1+a
1 1
Die zu den extremalen Werten gehdrigen Richtungsvek R sind gegeben durc m =/ n-3[a
d+alin b+ &1
' 1400 + B

+ +

und | -n-3[A|. Sie stehen genau dann aufeinander senkrecht, V\/?el:m—2 ist.
1+ &
b-alh

Somit gilt:

Die zu den extremalen Krimmungen gehdrigen Dretabstehen stets aufeinander senkrecht. Die bekten e
remalen Krimmungen haben stets unterschiedlichezeithen, so dass tatséchlich jeder Punkt auf @she
hyperbolisch ist.

In den Biichern tber Differentialgeometrie wird tbérweise ein ganz anderer Weg zu den Flachenkriimmu
gen eingeschlagen, und zwar einer, der begriffimmplizierter ist und nicht zum Nachvollzug der Reangen

an konkreten Beispielen einladt.

Ein anderer Zugang zum Krimmungsverhalten, der alameiblichen technischen Apparat auskommt, findet
sich etwa in RVENSKI, S. 252.

11. Schlussbemerkung

Naturlich kann man weitergehende Untersuchungetekas, etwa: Wie misst man Langen auf der Flache?
Allerdings sind diese Fragen allein mit den Methoder Schulanalysis nur mit gréBerem Aufwand zulisa
ten. Aul3erdem muss ein Artikel wie dieser auchndyeo sein Ende haben.
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