Hans Engelhaupt t

Kiirzeste Wege, Teil II - Hinweise zu den Losungen

Im Folgenden findet man Lasungshinweise zu den Aufgaben der Abhandlung ,,Kiirzeste Wege, Teil I in Ma-
thematikinformation Nr. 41, wie sic von ARTHUR KRAMER und KARLHORST MEYER mdglichst nahe an den
Entwiirfen von HANS ENGELHAUPT posthum {iberarbeitet worden sind. Aus dem ersten Teil der Abhandlung sei
hier nochmals auf einiges verwiesen:

Der Mathematikstil von ENGELHAUPT ist nicht immer leicht lesbar, da insbesondere bei den Losungen oft nur
der Weg grob skizziert wird. Im Rahmen des zur Verfiigung stehenden Druckumfangs war es nicht moglich,
allen Aufgaben im Sinne von Schiilern komplette Losungen zu geben.

So kann man den Schiilerinnen und Schiilern u. U. auch die Lésungen mit der Aufforderung in die Hand geben,
sie in ihren Detailschritten zu begriinden und auszuarbeiten.

Der neue Stil im Mathematikunterricht sucht nach komplexen Fragestellungen, die die Lernenden zwingen,
immer wieder ihr Wissen zu rekapitulieren und die Probleme nicht nur mit dem eben Gelernten zu 16sen. Der
vorliegende Artikel gibt ein umfangreiches Beispielmaterial hierfiir. Besonders schon ist an den Beispielen,
dass sie ein gemeinsames Ziel verfolgen, eben ,kiirzeste Wege®. Hierbei geht es nicht nur darum, den Lernen-
den zu zwingen, umfangreiche Losungsstrategien zu entwickeln, sondern gleichzeitig viele Kapitel des Unter-
richtes in Algebra wie auch Geometrie prasent zu haben.

Aufgabe 1.1.1.1(8):
a) Man spiegelt R an der x-Achse und erhilt R'(6]-2). Hieraus folgt x = 4,5 und ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ =10.

b) Man spiegelt A an der Geraden y = x. Der Spiegelpunkt A' muss folgende Bedingungen erfiillen: Die Gerade
AA' muss die Steigung —1 haben und der Mittelpunkt der Strecke AA' muss auf der Geraden y = x liegen. Hie-

raus folgt: A'(8,5)0), Z(6/6) und ‘E‘ + ‘53‘ - ‘E‘ =13 bzw.

man spiegelt B an der Geraden y = 2x. Hieruas folgt: B'(10,2|3,6), Z(6|3) und ‘E‘ + ‘E‘ = ‘ﬂs‘ = sﬁ .

Aufgabe 1.1.1.2(8):

a) Der Weg durch den Bach hat immer die Lénge
9 m. Man verschiebt das Rosenbeet auf den Punkt
R'(4,5]-2,8). Die Lange von HR' ist dann 75 m.
Gesamtldnge ist 85 m. k=2,4.

b) Man verschiebt T nach T'(8]-2,8). Der Bach
wird nun auf der Geraden x = 3,2 durchwatet; der
Steg steht auf der Geradeny = - 1,5.

Gesamtldnge : 100m+9m+ 12 m= 121 m.

Aufgabe 1.1.2.1(9):

Die Kreistangente t in C steht auf dem Radius OC senkrecht. Fiir die Steigungskoeffizienten m; solcher Gera-

den gilt m;m, = -1, wie man leicht mit kongruenten Dreiecken zeigen kann. Hieraus findet man fiir die Tangen-
50
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Man spiegelt B an t zu B’(7|-1) (man stellt hierzu die Gleichung einer Geraden g: y = 7x —50 durch B auf, die
auf t senkrecht steht. Der Schnittpunkt M = tng ist Mittelpunkt von BB'. Dann zeigt man, dass B’ auf der

Geraden AC mit der Gleichung y = —%x + ? liegt.

Aufgabe 1.1.2.2(9):

Der Weg L setzt sich aus 2 Tangentenabschnitten
der Lénge 2 und einen Viertelkreisbogen zusam-
men.

L=8+2n

Aufgabe 1.1.3.1(7):

Siehe die Zeichnung, die sich bei der Aufgaben-
stellung befindet.

a) S,(1,6-0,8) und damit
Li=| WS =412 +127 =122 = 1,697..[m]

U:= WS,nOA = (0,8/0)

b) Sua(3,2/0,8) und damit L, = ‘sta‘:\/z,gzﬂ,zz =928 =3,0463.. [m]

V:= WSy,nOA = ij

) S(3,2(0,8); W:= VS,nAB = (2,4(6/7-0,4) = (2,4/0,457...).

Aufgabe 1.1.3.2(9):

Wenn eine Kugel an zwei benachbarten Banden
reflektiert wird, sind die Richtungen der Wege vor
der ersten Reflexion und nach der zweiten Refle-
xion parallel und entgegengesetzt (Beweis). Der
Rundweg muss daher ein Parallelogramm sein,
dessen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des Bil-
lardtisches zusammenfallt und dessen Seiten paral-
lel zu den Diagonalen des Tisches sind. Man spie-
gelt den Punkt S(2|0,5) am Mittelpunkt des Bil-
lardtisches zum Zielpunkt Z(4 [3,5).

Die Lange L des Rundwegs ist die doppelte Lange einer Diagonalen des Billardtisches. L = 4@ .

Da man den Zielpunkt Z auf vier verschiedenen Wegen durch eine Zweifachspiegelung an benachbarten Ban-
den erreichen kann, gibt es zwei gleichlange Rundwege. Liegt S auf einer Diagonalen des Billardtisches, so
gibt es nur noch einen Rundweg. Ein Rundweg, der jede Bande genau einmal beriihrt, ist nicht moglich, wenn
die Kugel im Mittelpunkt M des Billardtisches liegt.

Aufgabe 1.1.3.3(7):




Es gibt zwei Losungen: Der Weg iiberschneidet sich immer auf einer Mittelparallelen, die das Rechteck in zwei
kongruente Rechtecke zerlegt. Die zwei Wegldngen L; und L, sind jeweils viermal so lang wie die zugehdrigen

Diagonalen. L, =4+/3 +3* =12 \/5 Weglinge 2 =4 /6> +1,5* = 6\/ﬁ

Ergdanzung: Liegt die Kugel auf einer Mittelparallelen des Billardtisches, dann kommt sie bei einem derartigen
Rundweg bereits nach drei Reflexionen zum Ausgangspunkt zuriick.

Aufgabe 1.1.3.4(9):

Losung vergleiche mit Aufgabe 1.1.3 (existiert
nicht)

a) ‘ﬁ‘ = 10, ‘J_H‘ - 15, ‘ﬁ‘ = 40,

|aD| = [Bc| =30

Welche der langen Seiten zuerst angelaufen wird,
andert nur den Umlaufsinn aber nicht die Lage und

die Lange des Rundwegs.
Der kiirzeste Weg hat die Lange L = 100 m.

Setzt man ‘ﬁ‘ =a , so andert sich nur die Form

nicht aber die Lédnge des Rundwegs.

b) ‘AH‘ = 10, ‘JH‘ —a

Es gibt vier mogliche Reihenfolgen, die zu einem
Rundweg in den Rechtecken ABEG, HBCEF,
ECDG und FDAH fiihren (nur zwei sind einge-
zeichnet). Die Lédnge dieser vier Rundwege ist
immer die doppelte Linge der Diagonale des zu-
gehorigen Rechtecks.

Li=2va’+50°,  L,=100, Ly=24(30-af +50°, Ly =210 +30% =204/10

Fﬁra<15gilt:L4<L2<L1<L3
FﬁraZISgilt:L4<L2<L1:L3
Fﬁra>15gilt:L4<L2<L3<L1

Aufgabe 1.1.4.1(9):

a) Man spiegelt B an den beiden Schenkeln des
Winkels al] Jeder Streckenzug von B; nach B,,
der die Schenkel des Winkels o schneidet, ent-
spricht einem Rundweg des Jungen. Die Strecke
BB, zwischen den zwei Spiegelpunkten schneidet
die Schenkel des Winkels o in den Punkten R und
Q. Sie hat die Lange des kiirzesten Weges fiir den
Jungen.

Man erhélt die kiirzeste Wegstrecke auch als BB;, wobei B; der Spiegelpunkt von B, an AQ ist oder als BB,,
wobei B, der Spiegelpunkt von B, an AR ist. Siehe die Figur zur Losung der Aufgabe 1.1.4.2.

b) Bekanntlich ist eine Zweifachspiegelung an zwei Geraden, die sich im Punkt A unter einem Winkel o
schneiden, gleich der Drehung um A um den Winkel 2a:: ZQBR = 180° - 2a..
Ergdnzung: Fir o > 90° wire der kiirzeste Weg von B nach A und zuriick.

¢) ZARQ = ¢. Hieraus folgt ZBQF, = ZAQR = 180°- oo — ¢ und damit ZQBF,= 90°- Z/BQF, = a + ¢ —
90°[1 Man zeichnet den Kreis durch A, F;, B und F,. Nun ist F,F, die Mittelparallele im Dreieck BB;B, und
damit



ZAFF, = ¢ und LABF, = ¢ (Winkel im Sehnen-
viereck AF,BF,). Also gilt ZABQ = ZABF, —
ZQBF, = ¢ — (. + ¢ — 90°) = 90° — a. Aus b)
ergibt sich die Behauptung.

Aufgabe 1.1.4.2(8):

a) Man spiegelt B an den beiden Schenkeln des
Winkels o und die Spiegelpunkte nochmals. Die
Strecke B;B,4 hat die Lange des kiirzsten Weges
des Jungen.

b) Der kiirzeste Weg entsteht durch eine doppelte
Zweifachspiegelung an den gleichen Geraden also
eine Drehung um A um 4a. Also ist B = 180° —
4o

Ergdnzung: Fir o > 45° wire der kiirzeste Weg
von B nach A und zuriick.

c¢) Die Berechnung sei dem Leser iiberlassen.

Aufgabe 1.1.4.3(7):

Nach Korollar 1.4.3 gilt fiir gerades n: no. = 180°. Hieraus ergeben sich die folgenden Beispiele:

n 2 4 6 8
o 90° 45° 30° 25°
Aufgabe 1.1.4.4(8):
a) Die Spiegelpunkte von B an den Mauern sind 5
2

B1 und Bz.

Jeder Weg B—R-Q fiir beliebige Marken R und Q

auf den Mauern entspricht einem gleichlangen

Weg B—R-Q. Wenn B;Q das Lot auf Mauer 2 ist,

dann wird die Weglénge L minimal.

Man erhilt: L;(B-R,—Q,) = 3,5v2 ~4,949
Ly(B-QrRy) =6

L, ist also kiirzer als L,, da B unterhalb der Win-

kelhalbierenden w des Winkels o liegt.

b) Der Punkt B liegt im Winkelfeld von o genau
dann, wenn gilt: 0 <b, <b;

Li(B-R1=Qi) = % (by + b2)~2

L,(B-Q;Ry) =b,

b
L, <L, genau dann, wenn b—2 < x/E —1=tan 22,5°
1
Die Gesamtwege sind natiirlich doppelt so lang.

Aufgabe 1.1.6.1(9):

Q

Q

Mauer 1

Nach APOLLONIUS liegen die Punkte A,B zu M,M* harmonisch, d. h. b:a=c: (C + a+ b),

wobei ¢:= ‘MM* ist.




Durch algebraische Umformung findet man aus der Gleichung (1) fiir die Existenz von Schnittpunkten zwi-

schen den beiden Kreisen: c+b =

Aus (1) folgt: ¢c=

a(c—Db) or

b 2

b(a+b) . Setzzt nman dies in (2) ein, erhélt man: >1

a—-b a—

Aufgabe 1.1.6.2(9, bei c) Kreistangentengleichung):

a)

b)
¢)

d)

Aufgabe 1.1.6.3(7):

Beginnt man auf einem Kreis in A unter einem
gewissen Winkel a zum Kreisradius, dann trifft
der Weg den Kreis so, dass sein Winkel zum
Kreisradius im neuen Kreisschnittpunkt ebenfalls
o ist, weil es sich um ein gleichschenkeliges Drei-
eck handelt. Es wird gespiegelt und deshalb geht
der weitere Weg abermals unter o zum Kreisradi-
us weiter. Da auf diese Weise kongruente gleich-

2 [ 2 2

Aus a=r folgt x = % :% bzw. —r, was sinnlos ist, da r als Streckenldnge definiert ist.
r

Aus x = a folgt 4a® +1° = +rvr’ +8a’ ; dies gilt genau dann, wenn a =0 ist, d. h. es gilt: D=M = A
Aus a= 1,25 cm und r* = 10 cm? folgt
x =1 cm bzw. das sinnlose Ergebnis
x = -5 cm. Hieraus findet man fiir den Kreis-
punkt B(-1|3). Die Kreistangente in B wird
dargestellt durch — x + 3y = 10.
Die Kreistangente schneidet die x-Achse in

M*(- 10[0), damit ist ‘M * D‘ —9cm . Nun

kann man leicht nachrechnen, dass die Punkte

M und M* die Strecke DA harmonisch
teilen; also ist nach APOLLONIUS
BM Winkelhalbierende.

Fir a=2 cmund r = 4 cm findet man

X = (2\5 - 2)cm . Dieser Wert wird mit dem

Hohensatz konstruiert (siehe die
Nummernfolge).

schenkelige Dreiecke entstehen, sind deren Basen
gleich grof3.

Aufgabe 1.1.6.4((7):

Bei jeder Reflexion nach Aufgabe 1.1.6.3 wurd die Bewegungsrichtung um den Winkel 180° - 2o gedreht. Soll
sich der Gesamtweg schliefien, so muss die Gesamtdrehung ein Vielfaches von 360° sein. Deshalb gilt:

(180°- 2a)n = k-360°; Biespiele: n=3,k=1,a=30°0odern=4,k=1,a=45°odern=5,k=2, o = 18°.

Aufeabe 1.2.1.1(9):

2 2
a) Li=a+b, L,= \/(a-i-%bj +(§bj , Ly=~a’ +4b’

2



L, <L, <====> a’+2ab+b? <a? +ab+2,5b2 <====>a<15b
L, <L; <====> a’+2ab+b? <a® +4b? <====>a<1,5b
L, <L, <====>a’ +ab+2,5b* <a’ +4b> <====>a<15b

==> L, <L, <L3<===>a< I,Sb , Li>L,>L;<====>a> I,Sb ,Li=L, =13 fﬁra:l,Sb

b) Allgemein : L;?=a? +(b+c)*> ; L,>=b?+ (atc)® ; L3> =c?+ (atb)?

Die drei Langen sind die Langen der Hypotenusen von drei rechtwinkligen Dreiecken mit gleicher Summe s
=atb+c der Kathetenldngen.

Satz: Wenn zwei rechtwinklige Dreiecke die gleiche Summe s der Kathetenldngen haben, dann hat das Dreieck
mit der kiirzesten Kathete die langste Hypotenuse und auch die ldngste Kathete.

Beweis:

Dreieck 1 habe die Katheten: a; = 4s — x, by = %2 s + x und die Hypotenuse ¢,

Dreieck 2 habe die Katheten: a, = Y2s — y, b, = ¥2s + y und die Hypotenuse ¢, mity <x ===>a; <a,
c?=(%Ls—x)*+ (Y25 +x)*=128? + 2x2 > =Vas?+ 2y ===>C| >y <====>X>Yy

———>1;<L,<L, Fira=7,b=10,c=14erhilt man L, =25, L,= /541 L;= /485

Aufgabe 1.2.2.1(7):

Als Losung findet man eine Figur, die im Wesentlichen in der Skizze der Aufgabenstellung vorgegeben ist. Es
fragt sich eigentlich nur, weshalb nicht die ganzen Kreisbdgen inenrhalb einer Wiirfelfldche zu zeichnen sind:
Als Grund fidnet man, dass die Punkte der nicht gezeichneten Bogenteile bei Wegen iiber andere Seitenfliche
einen geringeren Abstand von M haben.

Aufgabe 1.2.2.2(7):

Die Kreisbogen wurden fiir die im Netz oben liegende Seitenfliche und fiir die rechts liegende Deckfliche um
die Punkte M, M; und M, gezeichnet. Die beiden anderen Flichen kann man wegen der Symmetrie spiegelbild-
lich ergédnzen. Die Schnittpunkte der Kreisbogen liegen auf der oben liegenden Seitenfliche symmetrisch zur

Mittelsenkrechten der Strecke MM, . Fiir diese Schnittpunkte sind die kiirzesten Wege iiber zwei bzw. iiber

drei Seitenflachen gleich lang.

*M2 //

// Ml T
// N \
\

M

\

R

N

Da M in drei Seitenfldchen liegt, konnen die Kreispunkte in diesen Flachen nur auf den Kreisbogen um M
liegen. Die Kreise um M und M, bestimmen in der einen Seitenfldche die Lage der gesuchten Punkte, die ande-
ren werden symmetrisch ergénzt.

Zur besseren Vorstellung empfiehlt es sich bei den Aufgaben 1.2.2.2 und 1.2.2.3, die Kreisbogen auf dem Netz
zu konstruieren und das Netz dann zum Quader zu falten.



Aufgabe 1.2.2.3:
Der Oberflachenkreis mit dem Radius 6,1cm besteht aus zwei konkaven Kreisbogendreiecken. Vergréflert man
den Radius weiter, so liegen in jedem dieser Dreiecke die zwei Punkte mit der gro3ten Entfernung von M.

Aufgabe 1.2.2.4(6):
a) Es gibt 11 inkongruente Wiirfelnetze.

8 9 10 11

b) Es gibt 29 verschiedene Quadernetze fiir einen Quader mit quadratischer Grundfldche und 54 Quadernetze
bei drei verschiedenen Seitenldngen des Quaders.

Beweis: Aus den vier punktsymmetrischen Netzen (Nummer 4, 6, 7, 8) erhélt man beim allgemeinen Quader
drei Quadernetze ,bei quadratischer Grundfliche nur zwei. Aus den restlichen sieben Wiirfelnetzen erhélt man
beim allgemeinen Quader sechs Quadernetze, bei quadratischer Grundflache nur drei.

Die Netze 1, 3, 4, 5, 8, 9 und 10 ergeben beim Quader mit quadratischer Grundfliche 3 beim allgemeinen
Quader 6 Netze: ]
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Die Netze 2 , 6, 7 11 fiihren bei Quadern mit quadratischer Grundfliche auf_2, bei allgemeinen Quadern auf
drei Netze:
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Aufgabe 1.2.2.5(6):

Siche die Losung 8 von Aufgabe 1.2.2.4 Die anderen beiden erhélt man, indem man entweder die oben liegen-
de Seitenfliche unten rechts oder die unten liegende Seitenfliche oben links anfiigt.

Aufgabe 1.2.2.6(5):

a) Der Umfang ist bei allen Wiirfelnetzen gleich 14a, da von den 24 Quadratseiten der sechs Seitenfldchen-
quadrate genau zehn als fiinf zusammenstoBende Paare im Innern liegen.

b) Bei einem Quader mit quadratischer Grundfldche (Seitenldngen: a = b, ¢ mit a < c¢) kdnnen im Innern des
Quadernetzes nur drei oder zwei Paare einer Lange zusammenliegen. Es gibt also nur zwei verschiedene Um-
fange.

Minimaler Umfang : (16a+ 8c)— (4a+ 6¢) = 12a+ 2¢

Maximaler Umfang : (16a + 8c) — ( 6a + 4c) = 10a +4c

Wenn a grof3er als ¢ ist, dann tauschen maximal und minimal die Plétze.

¢) Beim Quader (Seitenldngen: a < b < ¢) kann es maximal zwolf verschiedene Umfiange geben; denn fiir die
fiinf im Innern zusammenstof3enden Kanten gibt es je nach dem gewéhlten Netz folgende Aufteilungen:
Entweder sind zwei Seitenldngen im Verhéltnis 3 : 2

oder drei Seitenldngen im Verhiltnis 3 : 1 : 1

oder2:2:1.

Minimaler Umfang: (8a + 8b + 8c) — (4b + 6¢) = 8a + 4b + 2¢

Maximaler Umfang: (8a + 8b + 8c) — ( 6a + 4b) =2a + 4b + 8c

Aufgabe 1.2.3.1(9): H
Das gleichschenklige Dreieck PQR wird durch die

Hohe vom Punkt Q auf die Seite PR in zwei Drei- E
ecke mit den Winkeln 30°, 60° und 90° geteilt.

Beweis: ‘m‘ = ‘Q_R‘ = ‘/za\/E
‘ﬁ‘ :‘/zax/g Ya ﬁ‘ ‘Q_R‘ :\/g 12

Also ist ZPRQ = 30°.
Der Mittelpunkt der Raumdiagonalen EC ist M.

‘Q_M‘ :%aﬁ,‘@‘ :l/za\/g,
‘M_C‘ :l/za\/g

Also ist ‘Q_M 2 und damit

4 [ViC

2:‘Q_C

ZQMC = 90°. Analog erhilt man alle Winkel und alle Ecken des Sechsecks.
a

Aufgabe 1.2.3.2(9):

Da jeder kiirzeste Rundweg von S nach Z = S auf
einer Strecke liegen muss, die mit den geschnitte-
nen Kanten einen Winkel von 45° bildet, muss die

Strecke SZ mindestens die Lange (a + b + c)\/E ¢
besitzen. Aber die Lage von S auf einer Quader-
kante ist stark eingeschriankt durch die Bedingung,
dass SZ durch alle sechs Seitenflichen gehen
muss.

a) Falls a = b und ¢ > 2a, dann kann eine Strecke
SZ nie alle sechs Seitenflichen schneiden.

Die Quadernetze sind etwa im Malstab 1:2 ge-
zeichnet.
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Die gesuchten Punkte liegen in dem schmalen Streifen auf dem Quadernetz. Aber aus Symmetriegriinden sind
auf den Seitenflachen (Rechteck und Quadrat) die folgenden Punkte fiir einen kiirzesten Rundweg moglich.

3cm
2cm
b) Nur fiir die Punkte innerhalb der grauen Fldche auf dem 4 x 3 \"
Rechteck ist ein kiirzester Rundweg der Lange L moglich. S
z
Aufgabe 1.2.3.3(9 oder 10):
Zwei Wegldngen sind zu vergleichen: Weg 1 iiber '
die Seitenflichen, Weg 2 iiber die Grundflache. H S M a
Zeichnung nicht maBstabsgetreu. 5 S
A

1. Trigonometrische Losung: M’ A
Wegliange 1: L; =2 ‘S_T‘ Setzt man & = ZMDA, so
folgt: i T D

. 3 6 : :
sind =—, co0sd=—UU0000==> ; :

B s ; o
sin 28 =2 sin & cos §=0,8 ===> ;B i
Li(a)=2(6—-a)sin26=9,6-1,6a ' F
Ly(a)=6+2a ===> o |
L;(0,5)=8,8cm, L,(0,5)= 7cm
Li(2,5)=5,6cm, L,(2,5)=11cm
Beide Wege sind gleichlang fir a = 1 ===>
Li(1)=Ly(1) =8cm
Der Weg 1 liegt in einer Ebene, da die Strecke in
der Ebene ABD parallel zur Strecke SF ist.
H
Fiir den Fall gleich langer Wege gibt es folgende Jem
einfache Konstruktion (siehe Figur rechts): Man M S
verlingert DM um ‘AM‘ = 3cm iiber M hinaus ,'I
zum Punkt H und wihlt den Punkt E auf DT so, 25
dass ZEHD = 90°. ¢ o
E T D

‘S_H‘ — 1 Ly(a) und ‘S_T‘ — 1 Ly(a).
Die Winkelhalbierende von ZDEH schneidet DH
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so, dass ‘S_H‘ = ‘S_T‘

S
2. Elementargeometrische Berechnung: u
Man setzt: v = [SH|, u = [SK], [HT| = [HK| = m, v «
D] - [KD) - 2m
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke HKS und DTS H ¢
folgt:
(m+v):2m=u:m m
und damit m + v =2u 1) ] 3 D
Nach PYTHAGORAS gilt: T T
(m+v)? +4m? = (u + 2m)? 2)

(1) eingesetzt in (2) ergibt: u:%m,v :gm .Damit hat manu:v=4:5= ‘ﬁ‘ : ‘5‘ Da ‘5‘ =6 —aist,

folgt ‘S_T‘ —4.8-0,8a.

Aufgabe 1.2.3.4(9 oder 10):
Siehe die Figur zur Losung der Aufgabe 1.2.3.3: Léinge L des Rundwegs: L =2 ST,

Man kann nun analog zur Aufgabe 1.2.3.3 fiir ‘W‘ = 9 zunidchst das Verhéltnis von ‘S_T‘ : ‘ST)‘ berechnen.
Man erhdltu:v=3:5 :‘ﬁ‘ : ‘@‘

Wiederholt man das gleiche Verfahren fiir das Dreieck STD, so erhélt man ‘S_Tl‘ : ‘S_D‘ =24 :25. Also ist die
Lange des Rundwegs L =1,92 (9 —a)=17,28 — 1,92a.

Aufgabe 1.2.3.5 (9):

Das zweite Netz hat die Form eines gleichseitigen Dreiecks mit den Mittelparallelen.

s /N N 7
N/ N/

/ARVERV

Man wihlt einen beliebigen Punkt S auf einer Seitenkante als Startpunkt, der sich nach dem Falten mit dem
Zielpunkt Z deckt. SZ ist immer parallel zu einer der drei Mittelparallelen einer Seitenfliche und hat die Lange
2a. Wihlt man den Startpunkt S auf einer Mittelparallelen, so ist der Rundweg ein Quadrat, da alle Strecken
des Rundwegs die Liange ’2a haben und die Diagonalen gleich der Strecke zwischen den Mittelpunkten gegen-

iiberliegender Seiten sind. Diese hat die Lénge ay2 .

Durch die Ecken des Tetraeders gibt es keinen kiirzesten Rundweg, durch die Punkte auf den Kanten gibt es
zwei und durch jeden Punkt im Innern einer Seitenfliche gibt es drei Rundwege.



Aufgabe 1.2.3.6 (9):

Verschiebt man SZ so, dass alle acht Flachen
durchlaufen werden, so erhidlt man alle kiirzesten

Rundwege. Sie haben die Lénge 2ax/§ und ver-
laufen parallel zu den Hohen der Seitenflichen
des Oktaeders.

Teilt der Startpunkt S die Seitenkante im Verhalt-
nis 1:3, so haben alle Strecken des Rundwegs die

Linge a\/g . Sie bilden ein gleichseitiges, aber

nicht gleichwinkliges Achteck, das auch nicht in
einer Ebene liegt.

Aufgabe 1.2.3.7 (10):

Der Kegelmantel ist ein Kreissektor mit dem Zent-
riwinkel 120°. Man erhilt mit dem Kosinussatz:

‘Z_S‘ :3\/3_ cm ~5,2 cm

Der Kifer ndhert sich der Spitze im Mittelpunkt
der Strecke ZS auf 1,5 cm. Der Weg des Kifers ist
keine Ellipse; denn im Punkt S = Z bilden die
Wege einen Winkel von 60°, Der Weg ist also
kein Kegelschnitt. Daher kann der Weg auch nicht
in einer Ebene liegen.

Aufgabe 1.2.3.8 (9):

a) Man erginzt den Kegelstumpf zum Kegel mit
der Spitze S. Denkt man sich die Mantelfliche aus
Papier und schneidet diese ldngs der Mantellinie
AB auf, so erhidlt man einen Kreisringsektor mit
dem Zentriwinkel 90°.

Beweis: Aus R : r =2 : 1 folgt, dass B der Mittel-
punkt von AS ist.

Der Kifer will zum Zielpunkt Z krabbeln. Der

kiirzeste Weg ist die Strecke AZ.
‘E‘ =48 cm, ‘ﬁ‘ =36cm, ‘&‘ =60 cm.

14

Kegelmatel

B M A

b) Dieser Weg hat aus der Sicht des Kéfers den Nachteil, dass der Punkt C des Weges wesentlich hoher iiber
der Grundflache liegt als der Punkt M. ‘gl‘ = (‘A_S‘ ‘S_ZU ‘E‘ =28,8cm Hieraus folgt ‘D_C‘ =4,8 cm

Aufgabe 1.2.3.9 (9):
Aus ‘@‘ : ‘ﬁ‘ =r:R=1:3folgt

‘S_A‘ =3 ‘ST)‘ und damit ‘sT)‘ + ‘ﬁ‘ = 3‘ST)‘,
also ‘@‘ =24, ‘ﬁ‘ =1

‘S_F‘ —284/3.

@‘:28,

[BAf = [BA] +[FA] = 28" + (72 - 28V3 = 8320403243 . Es folgt [B'A| ~36.56.
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Analog: ‘%‘2 =202 + (56— 2043 2 = 4736 — 2240 /3 . Es folgt ‘ﬁ‘ ~29,26.

‘D_'c‘2 = 122+ (40 — 124/3 12 =2176 — 960+/3 . Es folgt ‘D_C‘ ~22,65.

Die Wegstrecken fiir eine Umrundung werden immer kiirzer und daher auch immer steiler.

Aufgabe 1.2.3.10 (9):

Spiegelt man den abgewickelten Mantel am abgewickelten Kreis, dann erhilt man die Entfernung der beiden
Kifer als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 12 cm und 16 cm. Die kiirzeste Entfer-
nung der beiden Kéfer betrdgt 20cm.

Aufgabe 1.2.3.11(9):

r sei der Grundkreisradius, h die Zylinderhéhe. Der Weg iiber die Grundfldche betrdgt dann L; = 2r + h. Wi-
ckelt man den Zylinder ab, und ldsst den Kéfer iiber den halben Mantel hoch laufen, so legt er zuriick:

L,= (rn)z +h?

Es ist nicht entshceidbar, welcher Weg der kiirzere ist; denn durch quadrieren der beiden Wegldangen und eini-
gen Umformungen erhélt man fiir h und r die folgenden drei Moglichkeiten

2_
h=r-n 4

>

=146...r

Aufgabe 1.3.2.1(10):

a) Beweis, dass die Dreiecke AFD und
ABC &dhnlich sind:
Da E und F FuBBpunkte der Hohen h,
und h, sind, folgt:
Die Dreiecke ABE und ACF sind
dhnlich (w,w), d. h.
‘AE‘ : ‘AF‘ = ‘AB‘ : ‘AC‘ , also sind die
Dreiecke AFE und ACB dhnlich (w,
Verhiltnis der diesen Winkel ein-

schlieBenden Seiten). Analoges gilt
fiir die anderen Dreiecke.

b) Es folgt weiterhin: ZAFE = ZBFD = y und hieraus ZCFD = 90° — y = ZCFE; ‘E‘ = ‘E‘ cosal,
‘E‘ = ‘E‘ cosa . Der Ahnlichkeitsfaktor ist also cos a.

c) Aus dem obigen Beweis folgt: ‘ﬁ‘ =acoso usw. also u=acosa+bcosf+ccosy

d) Die Hohe durch C im Dreieck F'F"C zerlegt das Dreieck in zwei kongruente rechtwinklige Dreie-
cke (siehe Figur zum FAGNANO-Dreieck). Deshalb gilt: %‘ﬁ‘ = ‘@‘ siny =h, siny. Hieraus

folgt u=2 b sin a siny. Analog gilt u=2a sin § sin y = 2c¢ sin a sin p.
e) Zu zeigen ist:  2c sin o sinfd =a cos o + b cosP} + ¢ cos ¥
1. Schritt: a cos a + b cos B = c(sin a cos o+ sin B cos B) : sin y = %2 ¢ (sin 2o + sin 2) : sin y
=[csin (a + ) cos (o —P)] : siny = c cos(a — B)
2. Schritt: 2c sin ausin B =c [ cos (oo — ) — cos (a+ B)] =acosa+ b cos B+ ccosy

Verwendete Formeln: Im Dreieck ABC gilt: a:b:c=sino:sinf:siny
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sin(a. + B)=siny ,cos (o +B)=—cosy,
Fiir beliebige Winkel gilt: sin o sin f = Y% [cos (o0 — ) — cos (a+ B)]

sin 20 = 2sin o cos o

sin o + sin f =2 sin ¥ (a+f) cos ¥ (o — B)

Aufgabe 1.3.2.2(8):
a) Der Junge stand auf einem beliebigen
Punkt einer Seite des HohenfuBBpunktdrei- C
ecks. Die Lange des Rundlaufs ist 1,5a,
wobei a die Seite des gleichseitigen Drei-

ecks ist.
b) Der zweifache Rundlauf kann auf einem R, Q
beliebigen Punkt S starten. Es gibt sechs
verschiedene Moglichkeiten, da man paral- /
lel zu jeder Dreiecksseite in jeder Richtung /\ \ / \/\

starten kann. Da ‘%‘ +‘Q_R‘ =a ist, ist die
Lénge des Rundlaufs immer gleich 3a und
dies muss der kiirzeste sein. Liegt der
Startpunkt S auf einer Symmetrieachse, so

gibt es nur vier Mdglichkeiten. Liegt S im
Schnittpunkt der Symmetrieachsen, so gibt
es nur noch zwei Moglichkeiten. Der Weg
besteht dann aus drei kongruenten, gleich-
seitigen Dreiecken.

Aufgabe 1.3.3.1(10):

Zu konstruieren ist ein Kreis durch den Punkt P, der die beiden Schenkel beriihrt. Auf diesem Kreis muss auch
der Spiegelpunkt P' von P an der Winkelhalbierenden des Winkels o liegen. Die Gerade PP' schneide den
Schenkel des Winkels o in T. Der Beriihrpunkt des Kreises mit diesem Winkelschenkel sei D. Nach dem Tan-

—2 ——
genten-Sekantensatz gilt: ‘TD‘ :‘PT“P'T‘ . Die Strecke DT lésst sich konstruieren z. B. mit Hilfe des Hohen-

satzes im rechtwinkligen Dreieck.

Aufgabe 1.3.3.2(8):
o A 5 | 5l ]~ i f ) - [
b) ZCBM =P+ % (90° —B) =1 (90° + ), ZBCM = % (90° +7)

ZCBM =360° — (ou+ [11111%4(90° + B) + ¥4 (90° + y) = 90°— Y0,

Aufgabe 1.3.4.1(9):
Im spitzwinkligen Dreieck gibt es drei Moglich- C
keiten fiir ein einbeschriebenes Quadrat, je nach-
dem auf welcher Dreiecksseite eine Quadratseite
liegt. D und E liegen auf der Strecke AB.

Bezeichnungen : b = ‘A_C‘ ,C= ‘E‘ s

<~ o8| - [ -

i - ] o

Hieraus folgt: bx =c¢(b —y)
oder x =c—cy/b (1) A D E B
‘@‘ the = ‘A_G‘ : ‘A_C‘ d.h.
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yh, = xb oder y/b = x/h, 2)
2ch,  2F

c+h, o+ h,
Analoges gilt fiir die anderen Dreiecksseiten. x wird minimal fiir das Maximum von a + h,, b + h;, oder ¢ + h,

(2) in (1) eingesetzt, ergibt:

Lemma: Gegeben sind vier positive Zahlen u < v < x <y. Wenn uy = vx, dann folgt: v+ x <u +y Indirekter
Beweis: Annahme: v+x=u+ydannistv-u=y—-x=d>0und somitu=v-d,y=x+d, also uy=vx+vd
—dx —d*=vx—d(x—v+d)<vx.D. i ein Widerspruch. Also gilt:

Das Quadrat iiber der kleinsten Seite eines spitzwinkligen Dreiecks hat auch den kleinsten Umfang.

Falls das Dreieck rechtwinklig ist, kann man nur zwei verschiedene Quadrate einbeschreiben. Das Quadrat mit

der Quadratseite auf der Hypotenuse hat den kleineren Umfang. Falls das Dreieck stumpfwinklig ist, gibt es nur
ein Quadrat.

Aufgabe 1.3.4.2(8):

Spiegelt man das Sehnenviereck dreimal nacheinander an den aufeinander folgenden Seiten BC, CD und DA,
so sind die Seiten AB und A*B* parallel. Der Umfang eines beliebigen Vierecks PQRS wird ein Streckenzug
von P nach P*, wobei die Strecke PP* immer die gleiche Lange wie die Strecke AA* besitzt und parallel zu
dieser verlauft.

Man erhilt einen geradlinigen Streckenzug und damit den minimalen Umfang, wenn jeder Winkel des Vierecks
PQRS durch das Lot zu jeder Seite halbiert wird.
Zu beweisen ist also noch, dass die Lote vom
Diagonalenschnittpunkt E auf die Seiten die Win-
kel des Vierecks PQRS halbieren. Bei der Spiege-
lung des Vierecks PQRS an der Seite BC des Seh-
nenvierecks ABCD liegen dann PQ und das Spie-
gelbild von QR auf einer Geraden. Analog fiir die
nichsten Spiegelungen.

Man beweist dies dadurch, dass gilt . B
ZRQE = ZEQP:
Die Vierecke EQCR und EPBQ sind wegen der D
rechten Winkel ebenfalls Sehnenvierecke. Wendet
A

@!

man mehrfach den Peripheriewinkelsatz an, so
findet man: ZRQE = ZRCE = ZDCA = Z/DBA =
ZEBP = ZEQB

Analog verfahrt man fiir alle anderen Winkel des
Vierecks PQRS.



Die Losung:

Aufgabe 1.3.4.3(9):

Zum Zeitpunkt t befinde sich Max im Punkt M auf
der Strecke AB und Emil im Punkt E mit AM = 8t
und BE = 6t mit ME als Entfernung. Im Rechteck

MBEP gilt: ‘ﬁ‘ - ‘ﬁ‘ _Im Dreieck AMP ist

ZAMP=90° und ‘m‘ ‘ﬁ‘ =8 :6,d. h: Alle

Dreiecke AMP sind dhnlich ===> P liegt auf einer
Geraden durch A, fiir die nach PYTHAGORAS gilt A

‘E‘ =10t. Die kiirzeste Entfernung ME erhilt
man, wenn BP das Lot auf die Gerade AP ist also BF. Die Dreiecke APM und AFB sind dhnlich; deshalb gilt:
‘ﬁ‘ : ‘E‘ — 6t : 10t. Hieraus folgt ‘ﬁ:‘ ~ 1200 m, ‘E‘ — 1600 m = 8t also t =200 s.

Aufgabe 1.3.4.4(9): El

Die Entfernung ist am kiirzesten, wenn
‘E‘ = ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ ist. Dies tritt ein fiir t = 125 s.
Die kleinste Entfernung ist dann: S

2-4J2 km~765m D

Beweis: Das Dreieck DBE ist gleichschenklig.
Etwas spiter befindet sich Max im Punkt D, und
Emil im Punkt E;. Der Schnittpunkt von ED und E D, ist S. Man fiigt nun das Dreieck SEE; an die Strecke
DD; so an, dass E auf D, E; auf E und S auf Z liegt mit Z auf der Geraden DE. Also gilt:
) 5 5] 75 - < 20 o £ 0 - £

Falls D, auf der Strecke AD liegt, verlduft der Beweis anlog.

Fiir ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ wird der Umfang des Dreiecks BDE minimal, aber die Fliache des Dreiecks maximal.

Aufgabe 2.1.1(8):

Die Folgerung, dass es im Dreieck BPC einen
Minimalpunkt F geben muss, ist nur richtig, wenn
alle Winkel dieses Dreiecks kleiner als 120° sind.
Der Winkel PCB konnte noch grofler als 120°
sein.

Dann wire aber ‘ﬁ‘ < ‘ﬁ_%‘ und ‘R‘ < ‘E‘ +‘§‘

A B
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und damit ‘A_C‘ + ‘B_C‘ < ‘E‘ +‘§‘ +‘§‘ .

Aufgabe 2.2.1(9):

A A \W——-" FN|B

al) Man errichtet iiber BC ein gleichseitiges Dreieck BCA,.Dann gilt: ‘E‘ + ‘ﬁ‘ + ‘C_F‘ = ‘AAI‘ . Das Dreieck

-2 — 2 R
AAC ist rechtwinklig, deshalb gilt: ‘AAI‘ :‘AC +‘CA1

= b% % b deshalb ist [AA,| - gﬁ

a2) Man errichtet iiber AC ein gleichseitiges Dreick ACD. Dann gilt :
[AF -+ [B + | = [DF +[3 = [BD| = [BV[+ [MD] ~ %20+ 65 = ¢+ 435

b) AFZBFICFI%hz%-%[z%ﬁ ===> Gesamtléinge:c\/g

c) ohne Hilfspunkt | mit Fermatpunkt Ersparnis
al) | (4+1%43)b %7 b 3,16%
a2) V2 (% + %3 )b 34 %
b) 2c e 13,4 %

Die Ersparnis beim gleichseitigen Dreieck ist die groBite, die mit einem FERMATpunkt erreichbar ist.

Aufgabe 2.2.2(10):

Aus der FERMATfigur folgen sofort die drei Gleichungen:

L?=a%+b?—2ab cos (y + 60°) =b* + c*> — 2bc cos (o + 60°) = c*> + a> — 2ca cos ( + 60°)

a?+b? — 2ab cos (y + 60°) =a?+b? — 2ab [ cos y cos 60° — sin y sin 60°] =a>+b?—ab cos y + ﬁ ab siny =

=a* b’ - (a2 +b*—c?) + ﬁ be sin o =b? + ¢ — Y2 (b*+c? — a?) + \/E be sin o0 = b%+c? — 2bc cos(a + 60°)
Analog fiir die weiteren Aquivalenzen.

Aufgabe 2.2.3(9):

Erster Beweis:

Nach dem Peripheriewinkelsatz sind die Winkel
bei A und D 60° groB. Man dreht Dreieck ADB
um A um 60° im Gegenuhrzeigersinn und erhélt
als Bild das Dreieck AEC, da nach dem Um-
fangswinkelsatz im Kreis gilt: ZABD = ZACD.
Das Dreieck AED ist gleichseitig. Hieraus folgt

‘E‘ = ‘E‘ , ‘E_C‘ = ‘ﬁ)‘ und damit

ool f

Zweiter Beweis: Man dreht Dreieck CAD um C im
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Gegenuhrzeigersinn um 60° und erhédlt Dreieck CBD'. Also ist ZDCD' = 60°. Der Punkt B liegt auf der Stre-
cke DD', da im Sehnenviereck ADBC gilt:
/DAC + ZCBD = 180°

Das Dreieck DCD' ist also gleichseitig und deshalb ‘E‘ + ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ = ‘6‘ .

Dritter Beweis: Satz von PTOLEMAUS:

Im Sehnenviereck ist die Summe der Produkte gegeniiberliegender Seiten gleich dem Produkt der Diagonalen.
Deshalb gilt:

|AD|-|BC| +[BD|-[AC| - |AB|-| D]

Dividiert man diese Gleichung durch ‘EB‘ = ‘E‘ = ‘ﬁ‘ , so folgt ‘E‘ + ‘ﬁ‘ = ‘E‘ .

Aufgabe 2.2.4(8):

a) Man zeigt, dass alle drei Seiten gleich grof3
sind. ZUBW = ZABA* = + 60°

Eine Drehstreckung um B mit dem Winkel von
30° und mit dem Streckungsfaktor \/5 bringt das
Dreieck UBW mit dem Dreieck AA*B zur De-

ckung. D. h. ‘W = ‘W JE
Analog : ‘CC* = ‘W \/5 ,
[BB¥ = [UW] V3

Da |AA *| = |BB *| = |cc *| folgt:
Das Dreieck UVW ist gleichseitig.

b) Die drei schraffierten Dreiecke sind kongruent,
da die stumpfen Winkel gleich grof3 sind.

Dreht man Dreieck RBS um S um 90° im Uhrzei-
gersinn und Dreieck PDQ um P um 90° gegen den
Uhrzeigersinn, so decken sich alle schraffierten .

Dreiecke. ===>Viereck PQRS ist ein Quadrat. B

A P S
Aufgabe 2.2.5(8): \;

a) Satz von VIVIANI: Die Summe der Lotstrecken R
von einem beliebigen Punkt P im Innern eines
gleichseitigen Dreiecks auf die Seiten des Drei-
ecks ist fiir alle Punkte P gleich und zwar gleich
der Hohe des gleichseitigen Dreiecks.

Beweis: Die Lotstrecken von P auf die Seiten des Dreiecks ABC seien u, v und w
===>Flache des Dreiecks ABC = 2 a(u+v+w) = /2 ah ===> Behauptung

b) Im gleichschenkligen Dreieck ABC mit ¢ <a =b (oder y < 60°) gilt fiir jeden Punkt P im Innern und auf dem
Umfang: Die Summe au + bv + cw ist konstant und zwar gleich der doppelten Dreiecksfldche. Es gilt also: Die
Summe u + v + w wird am kleinsten fiir w = 0. Damit gilt: Fiir alle Punkte P auf der Seite AB ist die Summe
der Lote gleich grof3 und sie hat den kleinsten Wert.

¢) In allen anderen Dreiecken hat der Punkt auf der Ecke des grofiten Winkels die minimale Lotstreckensum-
me. ( Zwei Lotstrecken haben die Linge 0 )

Aufgabe 2.2.6(8):

Die Seiten des gleichseitigen Dreiecks miissen auf den Strecken FA, FB, FC senkrecht stehen, wobei F der
FERMATpunkt ist:
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Beweis: Man zeichnet ein beliebiges, gleichseitiges, umbeschriebenes Dreieck PQR und fillt die Lote FA*,
FB* und FC* auf die Seiten des Dreiecks PQR.

Die Summe s dieser Lotstrecken ist gleich der
Hohe des gleichseitigen Dreiecks. (Satz von
VIVIANI) ===> die Flache des Dreiecks PQR
wichst quadratisch mit der Lénge s. Nun gilt:

Fa| <A, [FBA < B wna [FCH) <[rd].

Hieraus folgt:
[FA% +[FBH +[FCH < ‘ﬁ‘ +‘ﬁ3‘ +‘F_C‘

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle Seiten
des Dreiecks PQR senkrecht auf den Strecken FA,
FB und FC stehen.

Aufgabe 2.2.7(10):
Der Mitelpunkt von AC ist D. Die Dreiecke
B;MD und B,UC sind dhnlich; denn

Bic|{BD] - [CU{MD] - 2 43 - f wnd
ZBDM = /B,CU =1y [+ 90°
Eine Drehstreckung des Dreiecks B;DM um B,

um 30° mit dem Streckungsfaktor f=2: ﬁ Al
bringt die beiden Dreiecke zur Deckung. Deshalb B

1
ist ZUBM =30°. Weiterhin gilt Ay
‘BIUHBIM‘ ~ f und damit ZB,UM = 60° und V
ZUMB, = 90°.
A

¥ B
M

Aufgabe 2.2.8(8):
a) Die Dreiecke ABC und A*B*C* haben den
gleichen Fermatpunkt F, da

ZA*FB*= /B*FC*= LC*FA*.

Im Dreieck ABC gilt : ‘FB* :‘FA

+[F, [FA+

- [ e

- 7R [

Die Lénge des kiirzesten Verbindungssystems im Dreieck A*B*C* ist L, = |FA *| + |FB *| + |FC *| . Hieraus
folgt: L, = 2( ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ + ‘F_C‘ )
b) Man errichtet iiber den Seiten des Dreiecks A*B*C* die gleichseitigen Dreiecke A*B*C', B¥*C*A' und

C*A*B' nach auBlen. Aus Teilaufgabe a) folgt nun, dass die Punkte A, B und C die Mittelpunkte der Strecken
A*A', B*B' und C*C' sind.

2 C3
Aufgabe 2.2.9(9): PR
Al A3 ’ E
Bl .
G &
12km 10km| i
D1 10 El D2 LandstraBe D

1. Firma: L; =22 km 2. Firma: L, = 10++/104 ~ 20,2 (km) 3.Firma: L; = 17,78 km
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Beweis: Die dritte Firma {iberlegt, wie man die Punkte A; und B; auf dem kiirzesten Weg mit einem Punkt F
auf der Landstrafle verbinden kann. Sie errichtet iiber den beiden Punkten nach aulen ein gleichseitiges Drei-
eck A3;B3Cs. Die Strecke FC; hat die Lange des kiirzesten Verbindungssystems genau dann, wenn F der Ful3-
punkt des Lotes von C; auf die Landstraf3e ist.

‘A3C +[B,q| = 230 J3~1155 , ‘C_F‘ —12-% A = 12—?& ~6,23. Deshalbist L;~ 17,78 km.
Aufgabe 2.2.10(10):
a)
Methode 1 Methode 2 Methode 3 mit Steinerpunkt C
(siehe auch Kapitel 3)
Al A2
12km

B1
?\Bz
L

E2
D1 X El D2 LandstraBe

b) Fiir jede Methode wird ein Koordinatensystem zugrunde gelegt mit D als Ursprung und der LandstraBe als
x-Achse. ===> A(0|12), E(x|0), B(x|y), C(u|z)

===> Linge: L, =12 +y L= y+ x*+(12-y)’ Ly=z+ ‘E‘ " ‘ﬁ‘

Fiir den Punkt C(u|z) von Methode 3 gelten folgende Bedingungen:
1) ‘CF‘ verlauft senkrecht zur Straf3e.

2) ZFAC = ZFBC = 120° ===> ‘A_G‘ZIZ—Z ‘ﬁ‘ —y_ 7 ==—> ‘A_C‘ ~2(12-2), ‘B_C‘ ~2(y - 2)

N x=(12-2)V3 Hy—-2)v3 === z=1%(12+y- —=). Daz<y, folgt 127%§y
3 3

NG

===> Methode 3 ist nur oberhalb der Geraden g mit der Gleichung g(x) = — % + 12 moglich, da sonst
4)L3:z+2(1272)+2(yfz):24+2y73z:24+2y71871,5y+‘/zx\/_ :6+1/2y+1/2X\/§
Vergleich der Methoden:

1. Methode 1 gegen Methode 2:

Li<L, === 122<x®+(12-y)?

Methode 1 ergibt im Vergleich mit Methode 2 das kiirzere Verbindungssytem, wenn B(x|y) aullerhalb des
Kreises mit dem Radius 12 um den Mittelpunkt A(0|12) liegt.
2. Methode 1 gegen Methode 3:
Li<L; === 124y<6+%y+%x+3
6+%y<hx3

y <X ﬁ -12
Methode 1 ergibt das kiirzere Verbindungssytem im Vergleich mit Methode 3, wenn B(x|y) unterhalb der Ge-

raden h mit der Gleichung h(x) = xx/g — 12 liegt.

3. Methode 2 gegen Methode 3:
L<Ly === x+(12-y2<(6-Y%y+%xy3)
Vex®+ Yy + Y xy /3 + 108 < 18y +6x+/3
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Vi(x +y3 )2+ 108 <643 (x +y+/3)

[V (x+yV3)—64312<0 falsch  ===>
Methode 2 ergibt nie ein kiirzeres Verbindungssystem als Methode 3, wenn diese in sinnvoller Weise anwend-
bar ist. D. h.:Methode 3 ist oberhalb der Geraden g immer besser als Methode 2.

A b2 ¢ +
60 120
1 3+ + + + + + + + + + + + +
F10 4 + + + + + Methdde-s + + + + + + +
9. ¥ + + + + + + + + + + + +
8 4 + + + + + + + + + + + + +
T + + + + + + + + + + + + +
6 + + + + + + + + + + + + + + +
Methode-2 g
5 A4 + 4+ + + + * + + + + + + +
4 + + + + + + + + + + + + +
3 A4 + + + + + + + + + + + + +
h
2/ * + + + + * + + + + + + + +
1 + + + 4+ + + + + + + + + + +
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12 13 14 15

a) B(12|8) ===> Methode | istam besten: L;=20km
b) B(4|8) ===> Methode 2 istam besten: L, =28+ 4\/5 ~ 13,66 km

c) B(10]10) ===> Methode 3 ist am besten: L;= 11+5\/§ ~ 19,66 km

Aufgabe 2.2.11(9):

aL, = ‘EHE‘ —5+b L= ‘EHB_F‘ = ‘ﬁHﬁ‘ = ‘ﬁ‘ = V100 + b2
Berechnung von Ly:  C(10+%bA/3 |%b)  L;= ‘M_C‘—‘ﬁ‘ = ‘M_C‘ ~5 also giltb=4 und hier-
aus folgt: L,=9km, L,~ 10,77 km, L;~8,61 km

M [ D A
b) L, > L, gilt genau dann, wenn b > 7.5 ist.
L, >L; gilt fir alle b, da ‘E‘ +‘E‘ = ‘E‘ +‘A_C‘ > ‘6‘ > ‘&‘ ist. Die folgenden Zeilen sind dquivalent:
L,<L,

V100 + b2 +5 < /(10 + 1 by3)? + 1 b3

104100 + b2 < 10by/3 — 25 B
10 000 < 200b2 — 500b /3 + 625 .
8b%—20b+/3 —375>0 und damit b >

%(\/g-i-\/g)z 9,35
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Aufgabe 2.3.1(7):
Hilfssatz: Gegeben ist ein Dreieck ABC und ein Punkt S # B innerhalb des Dreiecks oder auf dem Umfang.

Dann gilt : ‘E‘ +‘C_S‘ < ‘E‘ +‘ﬁ‘

Beweis:Die Gerade AS schneide BC im Punkt P.
Addiert man zur Gleichung

‘E‘ - ‘A_S‘+‘§‘ < ‘EM&‘ die Gleichung

‘&‘ < ‘@‘ +‘E‘ , so erhilt man:

[As]+[cs| < [~B{+[Bq

Annahme: Es existiert ein Punkt S so, dass ‘E‘ +‘ﬁ‘ +‘C_S‘+‘ﬁ‘ < ‘HS‘ +‘ﬁ‘ +‘ﬁ‘ gilt.
Weil ein Punkt S aullerhalb des Dreiecks ACD zu keiner kleineren Streckensumme fithren kann, betrachte man

einen Punkt S im Dreieck ACB. Der Punkt B muss nun entweder im Dreieck SDC oder im Dreieck SDA lie-
gen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nimmt man an, dass B im Dreieck SDC liegt. Dann gilt nach dem

Hilfssatz: ‘ﬁh‘ﬁ‘ < ‘C_S‘+‘ﬁ‘ und nach der Dreiecksungleichung: ‘E‘ < ‘Eh‘ﬁ‘ . Hieraus erhilt
man: ‘E‘+‘B_C‘+‘E‘ < ‘A_S‘+‘B_S‘+‘a‘+‘D_S‘
Falls B im Dreieck SDA liegt, verlduft der Beweis analog.

Aufgabe 2.3.2(7):
a) Der FERMATpunkt F liegt auf B.
b) Es gibt keinen eindeutigen FERMATpunkt; denn fiir jeden Punkt F auf der Strecke BC gilt:

‘ﬁ‘ + ‘ﬁ?»‘ + ‘E‘ + ‘ﬁ‘ =15 km. Liegt der Punkt F auBerhalb der Strecke BC, so ist ‘ﬁ‘ + ‘ﬁg‘ n ‘E‘ n ‘ﬁ‘

grofer als 15 km. Die Strecke BC ist die Schnittmenge der beiden Diagonalen AD und BD. Sie vertritt gewis-
sermaflen den Diagonalenschnittpunkt im konvexen Viereck.

Aufgabe 2.3.3(7):

A 4km B 3km C Skm D

Fiir n = 0 muss der Treffpunkt T auf dem A liegen; denn verlegt man den Treffpunkt T um x km nach rechts, so
miissen die sieben Jungen von A-heim insgesamt 7x km fahren, wéihrend die anderen fiinf nur 5x km weniger
fahren.

Minimum der Streckensumme s flrn=0:s=3-4km +2 -7 km =26 km

Fiir n = 2 ergibt jeder Punkt auf der Strecke AB als Treffpunkt das gleiche Minimum von 50 km.

Die Lage des Treffpunktes hiangt nur von der Anzahl der Jungen und nicht von der Anzahl der Kilometer zwi-
schen den Ortschaften ab.

In der Tabelle wird nun die Lage des Treffpunktes und das zugehdrige Minimum s der Streckensumme in Ab-
hingigkeit von n angegeben.

Treffpunkt | T=A T auf AB =B TaufBC |[T=C TaufCD |T=D

T
Anzahln [0-1 2 3-7 8 9-11 12 n>12
Minimum |s=26+12n |[s=150 s =34+8n s=98 s =58+5n s=118 s=118
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Aufgabe 2.3.4(7): c

Die Antwort von Gauss lautete kurz: Wenn E und

D auf C liegen muss die Strecke CS doppelt ge-

zahlt werden und dann ist das Minimum fiir S = C

gegeben. Ich flige einen Beweis bei: E

Wenn ED nach oben parallel verschoben wird,

dann bewegt sich S auf einer Geraden. Wenn man S
die Strecke CS doppelt zdhlt, folgt:

Aq<[S+5d wa [pq<[B+fq -

‘B_S‘ + ‘@‘ Hieraus folgt durch Addition:
] ] < 1555

Der Fermatpunkt F im Dreieck ABC ergibt nur dann das kiirzeste System, wenn jede Strecke nur einmal ge-
zahlt wird.

Aufgabe 2.3.5(8):

AD) - [3d| - 15, [bd| =7, [3q] - [BD] ~20 ===

o] ] <8 e .

Die drei Vierecksseiten AD, DC und CB stellen immer ein kiirzeres Verbindungssystem als die beiden Diago-
nalen dar, wenn y > 120° und 6 > 120°.

Aufgabe 2.5.1.1(10):
a) Dreieck AFB: ‘E‘ = ‘ﬁ‘ =342 und ‘E‘ =443 also cos (£LAFB)=-1/3.
b) Dreieck CFD: CF =3 V2 ,CD=+16+h’ ,DF=h— +/2 also cos(ZCFD) = — 1/3. Da die GroBe des
Winkels ZCFD unabhéngig von der Pyramidenhdhe ist, kann man ‘ﬁ‘ = ‘a:‘ wahlen. Es handelt

sich also um ein reguldres Tetraeder. D. h.: Die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Seiten AB
und CD halbiert die Winkel AFB und CFD.

Aufgabe 2.5.1.2(11):
a) L(x) = ‘ﬁ‘+‘ﬁ3‘+‘?c‘+‘ﬁ‘ = 21440+ x2 +22 +4/(15-x ] +2° +(14—2)

Partielle Differentiation nach x und z und Einsetzen von x = 12 und z = 4 ergibt bei beiden den Wert 0.
oL 2x 15-x oL 2z z 1

X 1440+ x> +2° \/(15—x)2+zz g:x/1440+xz+z2 Jr\/(IS—x)ZJrZ2
b) Man erhilt: ‘E‘ :24\/ﬁ, ‘R‘ = ‘ﬁ‘ = M, ‘E‘ = m, ‘E‘ = ‘ﬁ‘ = m, ‘E‘ =

‘ﬁ‘ = 40, ‘@‘ =5, ‘ﬁ‘ =10

Also ist cos (£ZAFB) = cos (£CFD) = - 0,8 und
cos (LAFC) = cos (£BFD) = - 0,1M ist der Mittel-
punkt der Seite AB.

Zu zeigen ist noch:

Teil 1: Die Gerade MF die Winkel AFB und CFD
halbiert.

M sei der Ursprung eines Koordinatensystems, MC
x-Achse und die Ebene MC x — z — Ebene.

Dann ist M(0[0j0), A(0|-12+/10 [0), B(0]12~/10 |0),
C(15/0/0), D(120]14), F(12/0/4),
Die Winkelhalbierende FE teilt CD im
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Verhiltnis ‘ﬁ:‘ : ‘ﬁ‘ =5:10 = 1:2. Also hat E die Koordinaten E(14|0|14/3).

In der x — z — Ebene hat die Gerade MF die Gleichung z = 1/3x. Auf dieser Geraden liegt E. Damit ist Teil 1
bewiesen.

Teil 2: Die Winkelhalbierende FG des Winkels ZAFC den Winkel BFD halbiert. Der Punkt G liegt auf AC.
Die Winkelhalbierende FG des Winkels AFC teilt AC im Verhiltnis

AF| : |[FC| =40:5=28:1=|AG| : |GC|. Hieraus ergeben sich die Koordinaten von G —0|—i\/ﬁ|0 .
47 :[Fq = [Ac] :[ad]. 5173

+ + 6 wtC + + + +
Die Winkelhalbierende FK des Winkels BFD teilt \
BD im Verhiltnis + o+ 78 ot + +
‘ﬁ‘ : ‘E‘ =40:10 = 4:1 = BK:FD. K hat also 12687 |
+ S i = + + +
48 12 . . 3 " '
die Koordinaten K[—8|—\/_ | j Damit weil3 +'*+ S\ + +
: TN TN
man auch: .-
S + + o+ + * +
F teilt die Strecke GH im Verhéltnis 5 : 9.
+ + /% + + + +
Aufgabe 2.5.2.1(11): ; R , . , ;
Der FERMATpunkt F muss auf MS liegen. Setzt 2l 1 2 3 4 »B
man ‘MF‘ =X, so ist die Lange des Verbindungs- A T T
systems . + :.-' L, B e e
L(x) =4 v25+x” +h—x und damit N T
+ +s e 43+ + o+ + +
. 4x 3 e e 1 . .
L (x) =———-1 also x,,, =—; natiirlich gilt dies nur fiir h > x,,,; also ist
V25+x2 3

Llx)- k]

h+4 ? _T ~h+19,55 Isth <Xy, so ist S der FERMATpunkt.

Aufgabe 2.6.1(10):

Die Summe 3-TA + 4-TB + 5-TC soll ein Minimum werden. Die Winkel am Punkt T sind die AuBBenwinkel des
Dreiecks mit dem Seiten-verhéltnis 3:4:5; also ist ZATB = 90°

Den zweiten Fasskreis erhdlt man iiber das Dreieck ARS mit dem Seitenverhéltnis 3:4:5.

Es gilt:

L [AT) =3, |57 -

2. ‘C_T‘ =375, ‘A_C‘ = %J@ Hieraus folgt:

9-65

943,75 — > ~ ~ ~
cos(ZATB) = 16 _144+2257585 =216 =3 ¢ \nd cos(ZRAS) = 0.6. Also ist
23,753 360 360 5

Z/ATB ist der AuBlenwinkel von ZRAS im Dreieck ARS.

3. Das Minimum der Summe der Wegstrecken alller 46 Jungen ist 12-3 + 16-4 +20-3,75 = 175.



Aufgabe 3.2.1(9):

Das STEINERnetz, bei dem die Eckpunkte der Seite
b mit einem STEINERpunkt verbunden sind, exis-
tiert immer. Mit zunehmender Lange a vergroBert
sich nur die Strecke S1S2 .
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\ Tl z'
L = |As1| + |BSZ| + |csz| + |Ds1| + |slsz| =
atby3 T BN
Analog fiir das zweite Steinernetz: ,’I S S2 ‘\

3 +b , T2

’ \

L2 =a
Also ist L; <L, genau dann, wenn b < a ist.

Mit zunehmender Lange a bewegen sich die Punk-
te T, und T, aufeinander zu. Sie fallen zusammen, A a B
wenn a=b ﬁ .Wenna>b ﬁ gibt es kein zwei-

tes STEINERsystem.

Aufgabe 3.2.2(9):

Beide STEINERnetze haben die gleiche Lénge;
diese ist doppelt so groll wie die Lange des STEI-
NERNetzes im Dreieck ABM und diese ist nach

Aufgabe 2.2.1a; gleich %ﬁ AlsoistL = ay/7.

Aufgabe 3.2.3(9):

Annahme: Es sind s STEINERpunkte und 4 Festpunkte vorhanden; dann gibt es 4 + s — 1 Verbindungsstrecken,
da ein Baum immer eine Kante weniger als Eckpunkte hat. Andrerseits enden an jedem Steinerpunkt genau drei
Verbindungsstrecken, an jedem Festpunkt mindestens eine. Also ist 4 +s — 1 > 42:4 + /2-3s da jede Kante ge-
nau zwei Eckpunkte besitzt. Also muss s <2 sein.

Wenn jeder Festpunkt mit einem STEINERpunkt verbunden wird, dann gibt es genau zwei STEINERpunkte.
Wenn es nur einen STEINERpunkt gibt, dann ist dieser mit drei Festpunkten und der vierte Festpunkt ist mit
einem der STEINERpunkte verbunden; aber der kleiner Winkel zwischen diesen Verbindungsstrecken muss
groBer oder gleich 120° sein.

Aufgabe 3.3.1(9):
Mit den Bezeichn8ngen des Beweises zu Satz 3.3.1 gilt:
~ b+aV3+d+c3  (a+ch3+(b+d)

a) Die Gerade PR hat die Steigung mpg = =
o atbBic+dV3  (b+dW3+(atc)

die Steigung der Geraden QS als mgs = —1. Die beiden Geraden stehenalso aufeinander senkrecht und haben
den

Schnittpunkt Z([—a + % (b+d)](¥/3 —1) | %(d - b)(+/3 —1)).

=1. Analog bekommt man

b) Das Viereck ABCD ist ein gleichschenkliges Trapez mit gleich langen, orthogonalen Diagonalen genau
dann, wenn a = b und ¢ = d. Dann liegen P und R auf der Geraden y = x. Die Punkte Q und S liegen spiegel-
bildlich zur Geraden y = x. PQRS ist ein Drachenviereck.

c¢) Viereck ABCD ist ein Drachenviereck mit gleich langen, orthogonalen Diagonalen genau dann, wenn a = ¢
und a + ¢ = b + d. Hieraus folgt: P und Q, sowie R und S liegen symmetrisch zur y-Achse. Das Viereck PQRS
ist ein gleichschenkliges Trapez. Wenn die Diagonalen des Drachenvierecks gleich lang sind, dann sind dies
auch die des gleichschenkligen Trapezes.
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Aufgabe 3.4.1(9):

a) Errichtet man iiber den vier Seiten des Vierecks
AOBC die gleichseitigen Dreiecke nach aufen,
dann liegt weder der Punkt D; im Bereich des Win-
kels OB|B noch der Punkt C; im Bereich des Win-
kels AA,O.

Beweis: Ci(b+c/3 [b+/3 +¢)). Aus Aufgabe 3.2.1 L
folgt fiir die Steigung m der Geraden OC;: 0 B

m = bﬁ+c<\/§ <===> bx/g+c<bx/§+3c
b+cx/§

Also ist ZBOC; < 60°. Analoges gilt fiir den Punkt Al Bl
D;. Es gibt also kein kiirzestes Verbindungssystem
mit zwei Steinerpunkten.
= —+ OBl =
bL, ‘ODI‘ ‘OB‘ R+ 0

= \/(a+cx/§)2+(c+ax/§)2 +2b=
24a’ +¢’ +acy3 +2b:2\/(a +%cx/§)2+%cz +2b P

Fira=-3, b=2,c=2,5 erhilt man L, ~ 14,62
und L, = ‘ocl‘ + ‘AO‘ ~ 14,70. p

¢) Setzt manb=a+x mit x>0, so ist zu zeigen L, < L;:
\/(a+x +%c\/§)2+%cz <\/(a+%cx/§)2+%cz +X

Setzt man p= a+ %c+/3 , so erhilt man: N/(p+ x) +ic? < \/pz +1c? +x
Es ist dann PQ < PR + RQ. Dies ist aber die Dreiecksungleichung im Dreieck PQR.

Aufgabe 3.4.2(9):
a) Die Lange L, = 3a ist von o unabhéngig.
b) Lo = [AC| + [BD| =2 [BD| =4a sin (30)

¢ Ly= |As1| + |le| + |slsz| + |csz| + |Ds2|

- ‘ﬁ‘ = a+ 2a cos (120°-a)

Die Lingen L, und L; nehmen mit wachsendem o monoton zu. Das zweite STEINERsystem hat immer eine
grofere Lange als das gezeichnete.

Fall 1:0=90° Ly=a(l++3) <L,=a+v2 <L, =3a
Fall 2: ‘ﬁ‘ =1,5a also a=97,18°. Dies ist etwa der Fall der Zeichnung: L; = 2,8a <L,=L; =3a

Fall 3: o = 120°. Es folgt: Ly =L, <L, = 2a\/§
Fall 4: a > 120°: L, nimmt weiter zu. Ein STEINERsystem ist nicht mehr moglich.

Die Verbindungssysteme von Festpunkten ohne Hilfspunkte sind oft die kiirzesten, wenn Winkel groBer als
120° werden.

Aufgabe 4.1(7):

Es seien t STEINERpunkte. Dann ist die Anzahl der Kanten n + t — 1, da das Netz ein Baum ist und jeder Baum
mit m Kanten immer m + 1 Eckpunkte hat.

Andrerseits miissen an jedem STEINERpunkt genau drei Strecken enden und an jedem Festpunkt mindestens
eine Strecke. Hieraus folgtn+t— 12> (3t +n):2 und damitistn—2 > t.

t =n — 2 gilt, wenn an jedem Festpunkt genau eine Strecke endet. In diesem Fall gibt es fiir alle Verbindungs-
strecken nur drei Richtungen, die miteinander nur Winkel von 120° bilden.
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Aufgabe 4.1.1(9):

Figur 1 ist das kiirzeste Verbindungssystem ohne Hilfs- und STEINERpunkte: L, =4a

Figur 2 ist das kiirzeste Verbindungssystem mit dem FERMATpunkt im Quadrat ABCD als Hilfspunkt H:

L,=(1+2+42)a~3828a
Es ist aber nicht das kiirzeste Verbindungssystem mit einem Hilfspunkt wie der Beweis in 4.2 zeigt .

Figur 3 ist das kiirzeste System mit den zwei STEINERpunkten S; und S, des Quadrates. Es lésst sich nicht wei-
ter verkiirzen, da £S|DE = 120°. Ein weiterer STEINERpunkt wiirde auf D liegen.

Li=(2++/3)a~3,732a

Figur 4 ist das einzige STEINERnetz mit drei STEINERpunkten, da die beiden 150°-~Winkel ein weiteres STEI-
NERnetz mit drei Steinerpunkten ausschlieen.

Konstruktion: Man errichtet iiber AB und EC nach auflen die gleichseitigen Dreiecke ABF und ECG und er-
setzt die Punkte A und B durch F bzw. C und E durch G. Das STEINERnetz des Dreiecks DFG hat die Lange L.

‘Er =3a?, ‘ﬁr =2+ \/5 )a2 und ZGDE =75° Insegsamt ergibt sich: Ly = 8+ 3\/5 ax~3,633a

Figur 5 ist ein Verbindungsnetz, wobei die Punkte S; und S, die FERMATpunkte in den Dreiecken ABD und
DCE sind. Es lasst sich verkiirzen, da £S;DS, < 120°; aber eine Verkiirzung wiirde schlieBlich Figur 4 erge-

V2423446
2

ben. Man findet: Ls = a=3,664 a

Figur 6 ist ein Verbindungssystem mit einem STEINERpunkt S1 und dem FERMATpunkt im Viereck S;CED.
Es ist L6 = L3.

Aufgabe 4.2.1(9):

Netz 1: Das Netz setzt sich zusammen aus drei Netzen eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a (siche Auf-
gabe 2.2.1b) ===> L, = 3a+/3 ~ 5,196 a

Netz 2: Das Netz setzt sich zusammen aus den kiirzesten Netzen von zwei kongruenten Rauten mit der Seite a
und einem Winkel von 60° ( siche Aufgabe 3.2.2). Es folgt: L, = Zaﬁ ~ 5,29a

Netz 3: Das Netz besteht aus fiinf Seiten, also ist L; = 5a. Es ist das kiirzeste Verbindungssystem.

Aufgabe 4.2.2(9):
Das Netz 1 der Aufgabe 4.2.1 ist das kiirzeste, da man bei einem Netz ohne Hilfspunkte die Lange 6a erhilt.

Aufgabe 4.3.1(9):
Wegen der Symmetrie kann man sich auf eines der drei moglichen STEINERnetze beschrinken. Gezeichnet ist
das Neigungsdreieck der Seite CD:

Die Mittelpunkte von AB und CD sind M und N, D

die FuBpunkte der Lote von N und D auf die

Grundflédche sind E und F: ‘ﬁ‘ =1 ﬁ‘ = %\/g

] - 2o - 4.5
Also ist nach PYTHAGORAS

NG

‘W‘ = %\5 und damit L = a(72+\/§) ~2,44a
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Aufgabe 4.3.2(9):
Gezeichnet ist ein Aufriss des Wiirfels, wobei die Q R
Punkte P, Q, R und S so zu einem Rechteck ange- 60
ordnet werden miissen, dass die Ebenen der gleich-
seitigen Dreiecke FGR und EHQ mit der Deckfla-
che EFGH einen Winkel von 60° bilden. U ist der
Mittelpunkt von EH . S5 und S4 sind zwei STEINER-
punkte.

‘Q_U‘:% 3, ‘ﬁ‘:% 3, ‘&‘:a+%\/§, S5 s6

‘E‘ =2,5a

Damit findet man die Linge L des STEINERnetzes
des Rechtecks PQRS, wobei die Punkte P und Q mit
dem STEINERpunkt Ss und die Punkte R und S mit
dem STEINERpunkt S¢ verbunden sind.

L=a(l +3+3)~6,19a

AD 3cm BC

Aufgabe 4.3.3(9):
Man wihlt drei Oktaederkanten so, dass keine Ecke zweimal auftritt. Die Punkte G, H und I sind die Mittel-
punkte der Kanten BC, DE und AF.

E

F

Figur 1 Figur 2
Satz: MG, MH und MI liegen in einer Ebene und bestimmen paarweise einen Winkel von 120°.

Beweis: (Siehe Figur 1) Das Dreieck GNK liegt in der Ebene ABCD, wobei K der FuB3punkt des Lotes von H
auf diese Ebene ist. Es gilt: ‘ﬁ‘ = Yia, ‘G_N‘ =%a, ‘ﬁ‘ = %a\E also ist: ‘G_H‘ = l/zaﬁ

Aus Symmetriegriinden folgt ‘ﬁ‘ = ‘a‘ = ‘ﬁ‘ . Das gleichseitige Dreieck GHI hat die Hohe h = %a. Hie-

raus folgt ‘G_M‘ = lsa, wie behauptet ist.

Errichtet man nun {iber BC, DE und AF gleichseitige Dreiecke nach aulen, so dass die Spitzen P, Q und R
dieser Dreiecke auf den Halbgeraden MG, MH und MI liegen, dann ist der M der FERMATpunkt des gleich-
seitigen Dreiecks PQR. Die Liange L des kiirzesten Systems ist die dreifache Lange des gleichschenklig-

rechtwinkligen Dreiecks BCM; es gilt: L = %(1 + x/g)a ~4,10a



