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HANS ENGELHAUPT (26. 10. 1936 — 18. 5. 2003) hat 2002 bei
,Mathematikinformation* eine Arbeit iiber ,,Kiirzeste Wege*
eingereicht, die im Stil der Zeitschrift {iberarbeitet hitte wer-
den sollen. Leider konnte er dies nicht mehr vollenden. Aus
mehreren Ansidtzen haben ARTHUR KRAMER und KARLHORST
MEYER, soweit dies moglich war, die folgende Abhandlung
moglichst nahe an ENGELHAUPT {iberarbeitet. Die Losungen
werden aus technischen Griinden erst in der Nummer 42 der
,Mathematikinformation* ver6ffentlicht. Der Leser moge dies
entschuldigen.

Der Mathematikstil von ENGELHAUPT ist nicht immer leicht
lesbar, da insbesondere bei den Losungen oft nur der Weg
grob skizziert wird. Im Rahmen des zur Verfligung stehenden
Druckumfangs war es nicht mdglich, allen Aufgaben im Sinne
von Schiilern komplette Losungen zu geben.

So kann man den Schiilerinnen und Schiilern u. U. auch die Losungen mit der Aufforderung in die Hand geben,
sie in ihren Detailschritten zu begriinden und auszuarbeiten.

Es fragt sich iiberhaupt, weshalb die vorliegende Abhandlung in die ,,Mathematikinformation* zu einer Zeit des
Umbruchs aufgenommen worden ist, da es sich doch vor allem um Probleme des 19. Jahrhunderts handelt, noch
dazu man heute mit Methoden der diskreten Mathematik ganz anders an die dargestellten Fragen herangeht. Auch
sind einige einfacheren der hier dargestellten Aufgaben in dhnlicher Form in den gidngigen Wettbewerben bereits
vorgekommen. Die Idee der Arbeit ist also keineswegs neu und kann sicher auch an anderer Stelle gefunden
werden (siche das Literaturverzeichnis). Da aber die genannten Werke fiir den Lehrer kaum zugénglich sind und
ihre Inhalte einhundert Jahre kein Thema der Schulbuchliteratur mehr gewesen sind, lohnt es sich, unter moder-
nen didaktischen Absichten, die Abhandlung von ENGELHAUPT zu ver6ffentlichen.

Der neue Stil im Mathematikunterricht sucht nach komplexen Fragestellungen, die die Lernenden zwingen, im-
mer wieder ihr Wissen zu rekapitulieren und die Probleme nicht nur mit dem eben Gelernten zu 16sen. Der vor-
liegende Artikel gibt ein umfangreiches Beispielmaterial hierfiir. Besonders schon ist an den Beispielen, dass sie
ein gemeinsames Ziel verfolgen, eben ,kiirzeste Wege®. Hierbei geht es nicht nur darum, den Lernenden zu
zwingen, umfangreiche Losungsstrategien zu entwickeln, sondern gleichzeitig viele Kapitel des Unterrichtes in
Algebra wie auch Geometrie priasent zu haben.

Es ist dabei nicht daran gedacht, {iber das vorgelegte Thema einen zusammenhéngenden Unterricht anzubieten.
Vielmehr schwebt den Autoren vor, hinsichtlich der neu zu schaffenden Binnendifferenzierung des Unterrichts
der Kollegin und dem Kollegen ein Material zur Verfiigung zu stellen, das man dem gehobenen Drittel einer
Klasse anbieten kann, wenn man zu Beginn des Schuljahres einen etwa 5-stiindigen Ergénzungsunterricht (Inten-
sivierungsstunden, Pluskurs, Arbeitsgemeinschaft u. v. m.) den ,,Besseren* gegeben hat, wie dies bereits einige
Male ausprobiert worden ist. Zur Erleichterung der Lehrerarbeit findet man hinter den Aufgabennummern Hin-
weise, in welcher Jahrgangsstufe die jeweilige Frage den Inhalten des Normalunterrichts entspricht. So bedeutet
z. B. Aufgabe 3.2.7(8), dass die 7. Aufgabe des Kapitels 3.2. fiir die Klasse 8 geeignet ist.

Im vorliegenden Artikel werden an unterschiedlichen, geometrischen Sachverhalten Methoden zur Konstruktion
des kiirzesten Weges, der kiirzesten Streckensumme oder des kiirzesten Verbindungssystems dargestellt. Fast alle
Beispiele illustrieren immer wieder nur den fundamentalen Satz der Ebene:

Die Strecke ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.

Dies ist der rote Faden, auf dem die wichtigsten Veranschaulichungen aufgereiht sind. Es ist auch die eigentliche
Uberschrift. Die vielen Beispiele sind einzeln gut geeignet in verschiedenen Jahrgangsstufen ab Klassenstufe 7
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als interessante Ergénzung der passenden Unterrichtssequenz. Die zahlreichen Aufgaben vertiefen zum einen die
Sachverhalte, erginzen die konstruktiv gefundenen Losungen der kiirzesten Streckensummen durch Berechnun-
gen und zeigen aber zum anderen auch weitergehende Eigenschaften der jeweiligen Figuren auf. Die Inhalte wie
auch der Schwierigkeitsgrad der einzelnen Aufgaben sind bewusst breit gestreut, so dass der Lehrer gezielt eine
Auswahl treffen kann, die seinen Vorstellungen und dem Wissensstand der Schiiler entspricht. Bei einem Grof3-
teil der Aufgaben ldsst sich durch den Einsatz einer Dynamischen Geometrie-Software die Aufgabenstellung in
einfacher Weise experimentell gestalten und variieren. Der Schiiler kann so aktiver an der Lésungsfindung mitar-
beiten. Aus diesen Griinden konnen einzelne Sequenzen oder auch der ganze Artikel als anregendes Thema fiir
Intensivierungsstunden, Arbeitsgemeinschaften u. a. eingesetzt werden.

Nun wiinschen wir den Leserinnen und Lesern viel Spal3 an den Ausfithrungen von ENGELHAUPT.
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1. Einfiihrende Beispiele

1.1 Das Reflexionsprinzip H

1.1.1 Reflexion an einer Geraden

Beispiel 1.1.1: Ein Haus H und ein Rosenbeet R R
liegen auf der gleichen Seite eines geradlinig ver-
laufenden Baches. Der Girtner geht mit zwei
Giefl)kannen vom Haus zum Bach, fiillt die Kannen
und geht zum Rosenbeet. An welcher Stelle des
Baches muss er Wasser schopfen, damit die Lange
seines Weges minimal wird?

Bach

Ob der Gértner unter dem Aspekt der Aufgabe handelt, ist fraglich, da er u. U. bemiiht ist, die volle Kanne mog-
lichst kurz zu tragen. Wie lduft er dann? Dieser Aspekt bleibt hier unberiicksichtigt.

Problemstellung: Zwei gegebene Punkte H und R konnen durch mehrere Streckenziige unterschiedlicher Linge
verbunden werden; der kiirzeste ist gesucht. Zur Ermittlung des kiirzesten Streckenzugs oder der kleinsten Stre-
ckensumme kann man mehrere Strategien verfolgen. Bei vielen Beispielen fiihrt die folgende zum Ziel.

1. Lésung: Man untersucht, ob sich unter den ge-
gebenen Bedingungen zwei Punkte so finden las-
sen, dass unter allen mdglichen Wegen zwischen
ihnen ein Weg geradlinig und gleich lang einem
geforderten Weg ist; es muss dann dieser der kiir-

zeste sein.
a2 | al

Ausfiihrung: Spiegelt man den Punkt R am Bach,
so entspricht jedem Weg von einem Punkt des Bach '
Baches zum Rosenbeet ein gleichlanger Weg zum S '
Spiegelpunkt R’. Die Strecke HR' schneidet den
Bach in dem Punkt S, der zur kleinsten Strecken- :

summe ‘H_S‘+‘ﬁ‘ fiihrt. Der Winkel HSR wird

dann vom Lot zum Bach im Punkt S halbiert. Fiir
den kiirzesten Weg gilt also das Reflexionsgesetz mit dem Bach als Spiegel.

Anmerkung: Fir einen Lichtstrahl zwischen zwei Punkten gilt bekanntlich: Ein Lichtstrahl von einem Punkt zu
einem andern nimmt bei einer Reflexion am ebenen Spiegel immer den kiirzesten Weg. Damit wurde die Giiltig-
keit des Reflexionsgesetzes gezeigt.

Satz 1.1.1: Bei Reflexion gilt stets: Der Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallswinkel, d. h. das Einfallslot ist
stets Winkelhalbierende zwischen dem einfallenden und ausfallenden Strahl. Die Reflexion verlduft auf dem
kiirzesten Weg.

2. Losung zu Beispiel 1.1.1: Man kann natiirlich die Aufgabe auch mit Hilfe der Differentialrechnung l6sen: In
einem kartesischen Koordinatensystem sei H(0Jh), R(r|s) und S(x|0).

Streckensumme L(x) = Vx2+n? + \/(r —x) +s? == L'(x) = X r—x ~0

x/x2 +h’ \/(r—x)2 +5?

Die beiden Briiche lassen sich als cos (90° — a) und cos (90° — B) deuten. Aus der Gleichheit folgt das obige
Ergebnis ,,Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallswinkel*.

Aufgabe 1.1.1.1(8):
a) In einem kartesischen Koordinatensystem sei H(0|6) und R(6[2). Berechne X(x|0) so, dass der
Streckenzug H-X-R minimale Lénge besitzt und berechne diese Linge.
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b) Ldse diese Aufgabe auch fiir die Punkte A(0[8,5), B(3,5|12) und Z(z|z) (bzw. A(-1|2), B(9/6)
und Z(2z|z)) so, dass der Streckenzug A-Z-B minimale Lénge besitzt.

Aufgabe 1.1.1.2(8): In einem kartesischen Koordinatensystem (Einheit = 10m) hat das Haus H des Gért-
ners die Koordinaten H(0|3,2), das Rosenbeet R(4,5]-3,6). Ein Bach mit einer feuchten Uferzone wird
begrenzt von den Geraden y = 0 und y = 0,8.
a) Der Girtner geht vom Haus zum Rosenbeet, wobei er durch den seichten Bach auf der Geraden
x =k watet. Wihle k so, dass die Lange L des Weges des Gértners minimal wird.
b) Der Gértner hat ein Tulpenbeet T(9,6]-3,6). Zwischen den Geraden x = 5,2 und x = 6,8 ist ein
Sumpfstreifen, den der Gértner mit einem Steg der Lange 16m tiberbriicken will. Wo muss der
Gértner nun durch den Bach waten und wo muss der Gértner den Steg bauen, damit der Weg
vom Haus iiber den Bach und den Steg zum Tulpenbeet minimal wird ?

1.1.2 Reflexion am Kreis

Beispiel 1.1.2: Ein Haus H und ein Rosenbeet R
liegen in der Nahe eines kreisformigen Sees. Der
Giértner geht mit zwei Gielkannen vom Haus zum
See, fiillt die Kannen und geht zum Rosenbeet. An
welcher Stelle des Sees muss er Wasser schopfen,
damit die Wegldnge minimal wird?

Lésung: Man wihlt den Punkt S auf dem Kreis so,
dass die Tangente t an den Kreis in S den Spiegel
vom Beispiel in 1.1.1 bildet. Dieser Weg ist der
kiirzeste von H zum Kreis und weiter zu R.

Beweis:

1. HR meidet den Kreis. Q sei ein Punkt auf dem

Kreis. Die Strecke QH schneidet die Tangente t

im Punkt P, wobei dieser links vom Punkt S liegen moge.

Nach Beispiel 1.1.1 gilt dann: ‘H_S‘+‘S_R‘ < ‘ﬁ‘+‘ﬁ‘ < ‘ﬁh‘ﬁ)h‘@‘ = ‘E‘ﬂL‘Q_R‘

Der Beweis erfolgt analog, wenn der Punkt P rechts von der Geraden MS liegt.

Ergebnis: Man erhélt also den kiirzesten Verbindungsweg, wenn die Gerade MS den Winkel RSH halbiert.
2. HR ist Kreistangente, dann ist ‘ﬁ‘ geradlinig und damit die kiirzeste Entfernung.

3. Wenn aber die Strecke HR den See schneidet, dann muss der Gartner tangential an den See gehen, um den See
weiter, bis er tangential zum Rosenbeet gehen kann. Von den beiden moglichen Wegen wéhlt er den kiirzeren.

Aufgabe 1.1.2.1(9): Gegeben sind die Punkte A(-2|11) und B(9|13) sowie der Kreis k: x>+ y*>=50. Auf
dem Kreis k liegt ein Punkt C so, dass die Streckensumme ‘A_C‘ + ‘C_B‘ minimal wird. Beweise, dass dies
fiir den Punkt C(1[7) gilt.

Aufgabe 1.1.2.2(9): Gegeben sind die Punkte A(-4|-4) und B(4/4) sowie der Kreis k: x? + y*> = 16. Kon-

struiere den kiirzesten Weg vom Punkt A um den Kreis zum Punkt B und berechne die Weglédnge.

1.1.3 Reflexionen am Billardtisch

Beispiel 1.1.3: Ein rechteckiger Billardtisch OABC hat die Lange ‘&‘ = 2,40 m und die Breite ‘&‘ =1,20 m.

Die Tischkanten seien parallel zu den Koordinatenachsen, O der Koordinatenursprung. Eine weille Kugel liegt an
der Stelle W(0,4 m|0,4 m), eine schwarze an der Stelle S(1,6 m|0,8 m). Zeichne den Tisch im Mafstab 1 : 40.
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a) In welche Richtung muss man die weille Kugel stoflen, damit sie nach einer Reflexion an der Bande
a = OA die schwarze Kugel trifft? Es werden eine zeichnerische Losung im gegebenen Malistab und ei-
ne Berechnung der Reflexionsstelle an der Bande verlangt. Dies ist dann der kiirzeste Weg von der
weillen Kugel iiber die Bande zur schwarzen Kugel.

b) Die Kugel soll an den Banden a = OA und b = AB in dieser Reihenfolge reflektiert werden, um dann die
schwarze Kugel zu treffen.

Die Lésung im Fall b) ist die zweimalige Anwendung des Reflexionsgesetzes, wobei die schwarze Kugel zu-
sammen mit dem Billardtisch an den jeweiligen Banden in umgekehrter Reihenfolge gespiegelt wird, d. h zuerst
wird an der Bande AB und dann das erhaltene Spiegelbild an der Bande OA gespiegelt. Diese Reihenfolge emp-
fiehlt sich vor allem bei mehrfachen Spiegelungen, da der Stof3 auf die weile Kugel erfolgt. Dadurch kann der
Spieler die Richtung des StoBes genau erkennen. Natiirlich ist der so erhaltene auch der kiirzeste Weg iiber die
beiden Banden von der weiflen zur schwarzen Kugel.

e e e e e
C B
S .= Sb

W PR :

‘ Sa - ~=Sba

Aufgabe 1.1.3.1(9): Fertige fiir das obige Beispiel eine mafistabsgetreue Zeichnung an und berechne die
genauen Reflexionspunkte mit den Banden und die Lange der beiden Wege der weiflen Kugel.

Aufgabe 1.1.3.2(9): Im Punkt S(2|0,5) auf einem Billardtisch (Lénge 6, Breite 4) liegt eine Kugel. In
welche Richtung muss man die Kugel kréftig anstolen, damit sie nach einmaliger Reflexion an jeder
Bande wieder zum Anfangspunkt S zuriickkehrt, also einen Rundweg ausfiihrt? Beschreibe die Form des
Rundwegs und berechne seine Lange.

Aufgabe 1.1.3.3(7): Im Punkt P(1]1) auf einem Billardtisch der Lange 6,00 m und der Breite 3,00 m liegt
eine Kugel. In welche Richtung muss man die Kugel (besonders kriftig) anstolen, damit sie nach
Reflexion an sechs Banden zum ersten Mal wieder an den Anfangspunkt P zuriickkehrt? Berechne die
Léangen aller moglichen derartigen Rundwege.

Aufgabe 1.1.3.4(9): Ein rechteckiges Spielfeld ist 50 m lang und 30 m breit. Eine Junge steht auf dem
Feld; sein Abstand von der kiirzeren Seite betragt 10 m, der von der ldngeren a.
a) Der Junge soll moglichst schnell zunédchst zu einer langen Seite, dann zur entfernteren kurzen
Seite und schlieflich {liber die zweite lange Seite des Spielfeldes zum Ausgangspunkt zuriick-
laufen. Konstruiere den kiirzesten Weg und berechne seine Léange fiira= 15 m.
b) Der Junge kann sich die Reihenfolge der drei Seiten heraussuchen; es miissen aber drei ver-
schiedene Seiten sein. Wie viele verschiedene, ,kiirzeste” Rundwege gibt es und welcher ist der
absolut kiirzeste in Abhéngigkeit von a?

1.1.4 Reflexionen am Winkelspiegel

Ein Lichtstrahl ausgehend vom Startpunkt T fillt in einen Winkelspiegel mit dem Winkel o und bildet mit dem
einen Schenkel einen Winkel ¢ < 90°. Die Konstruktionen mit Hilfe von Spiegelungen oder Loten im Reflexi-
onspunkt sind der besseren Ubersichtlichkeit wegen weggelassen.
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Startpunkt

Es stellen sich nun verschiedene Fragen iiber den weiteren Verlauf des Lichtstrahls:

Kommt der Strahl immer wieder aus dem Winkelspiegel heraus?

Wenn ja, welchen Winkel bildet dann der nach rechts austretende Strahl mit der Richtung des vom Startpunkt aus
einfallenden Strahls?

Wie viele Reflexionen kdnnen auftreten?

Betrachtet man der Reihe nach die Winkel, die der reflektierte Strahl mit den Spiegeln bildet, so gilt:
/PQC ist Aulenwinkel des Dreiecks APQ); deshalb gilt: ZPQC=¢ +a
ZPRQ ist Aulenwinkel des Dreiecks ARQ; deshalb gilt: ZPRQ=¢ +2a analog: ZRSQ = ¢+ 3a

Satz 1.14.1:

Allgemein gilt nach der (k+1)-ten Reflexion:

Genau dann, wenn ¢ + ko < 90° ist, ndhert sich der Strahl dem Scheitel A nach dieser Reflexion.

Genau dann, wenn ¢ + ko > 90° ist, entfernt sich der Strahl vom Scheitel A nach dieser Reflexion.

Genau dann, wenn ¢ + ko = 90° ist, lduft der Strahl nach dieser Reflexion auf dem gleichen Weg zuriick und die
Zahl der Reflexionen ist ungerade.

Satz 1.1.4.2: Eine Zweifachspiegelung an zwei Achsen, die den Winkel o einschlieen, entspricht einer Drehung
um 2o um den Schnittpunkt der zwei Achsen. Der Drehsinn ergibt sich aus der Reihenfolge der Spiegelachsen.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar:

Korollar 1.1.4.3:
Hat man eine gerade Anzahl n von Reflexionen, dann ist der Winkel zwischen einfallendem und ausfallendem
Strahl unabhéngig vom Winkel ¢ immer gleich na.

Beispiel 1.1.4.1: oo =23° und ¢ = 30°. Siehe die Zeichnung.
Die Winkelberechnungen ergeben:

ZVUC=180°-¢ - Sa

ZPTU =180° — ¢ —4a = 58°

180—-¢ -5 Startpunkt

Da ¢ +2a =76° <90° < 99° = ¢ + 3a ist, gibt es insgesamt sechs Reflexionen und der Winkel zwischen einfal-
lendem und ausfallendem Strahl betrdgt 6a.
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Beispiel 1.1.4.2: o =27°, ¢ =73°

Gesucht ist der kiirzeste ,,Rundweg® von einem
Punkt B im Winkelfeld mit jeweils einer Reflexion
an jedem der beiden Schenkel.

Die Léange eines jeden Rundwegs BPQB von B mit
je einer Reflexion an jedem der zwei Spiegel ent-
spricht einem Streckenzug von B1 nach B2, wobei
B1 und B2 die Spiegelpunkte von B an den Schen-
keln des Winkelspiegels sind. Der Rundweg wird
am kiirzesten, wenn der Streckenzug zur Strecke
B1P*Q*B2 wird. Dies tritt genau bei Reflexion an
den Schenkeln ein. Die Punkte B, B1 und B2 liegen
dann auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt A, wobei

der Winkel B;AB, gleich 2a ist. Die Lange des kiirzesten Rundwegs ist dann L =2 AB sin a.

Aufgabe 1.1.4.1(9):Zwei Mauern bilden im Punkt A einen Winkel o < 90°. Ein Junge steht im Punkt
B im Winkelfeld. Der Junge soll einen Rundlauf von B zur ersten Mauer, dann zur zweiten Mauer und
wieder nach B zuriick machen.

a) Konstruiere den kiirzesten Weg fiir den Jungen.

b) Beweise, dass ZQBR = 180°—2a.[] wenn R und Q die Wegpunkte an den Mauern sind.

c) Beweise, dass AB den Winkel QBR halbiert.

Aufgabe 1.1.4.2(7 bzw. 9): Zwei Mauern bilden
im Punkt A einen Winkel o < 90° und ein Junge
steht im Punkt B im Winkelfeld. Der Junge soll
einen Rundlauf von B zur ersten Mauer, dann
zur zweiten Mauer und iiber die erste und zwei-
te Mauer wieder nach B zuriick machen.
a) (7) Konstruiere den kiirzesten Weg
fiir den Jungen.
b) (7) Beweise, dass
ZQBR = 180°- 40, wenn R und Q
die Wegpunkte an den Mauern sind.
¢) (9) Berechne die Lange des Weges
des Jungen.

Aufgabe 1.1.4.3(7): Ein Lichtstrahl, der in einen Winkelspiegel mit oo = 90° einfillt, verldsst den Win-
kelspiegel bekanntlich unabhingig vom Einfallswinkel immer parallel zum einfallenden Strahl. Kon-
struiere flir zwei weitere Winkel o einen Strahlenverlauf, bei dem einfallender und den Winkelspiegel
verlassender Strahl unabhidngig vom Einfallswinkel parallel verlaufen.

Aufgabe 1.1.4.4(7 bzw. 9): Zwei Mauern bilden im Punkt O(0]0) einen Winkel o = 45°. Ein Junge steht
im Punkt B(6|1) im Winkelfeld. Die eine Mauer steht {iber der x-Achse, die andere iiber der Geraden mit
der Gleichung y = x. Der Junge hat an der einen Mauer eine Stelle R(r|0) und an der anderen Mauer eine
Stelle Q(q|q) markiert. Er soll nun vom Punkt B zur einen Marke, dann zur anderen Marke laufen und
auf dem gleichen Weg wieder zum Punkt B zuriick.

a) (7) Wo muss der Junge die Marken R und Q anbringen und in welcher Reihenfolge muss er

diese anlaufen, damit die Linge L des Weges moglichst kurz wird? Berechne die Lange L.
b) (9) Berechne die Lénge allgemein fiir den Punkt B(b,|b,) im Winkelfeld.

1.1.5 Rundwege am rautenférmigen Billardtisch

Beispiel 1.1.5.1: Gegeben ist ein rautenférmiger Billardtisch ABCD mit B < 90°. Gesucht sind Rundwege einer
gestoBBenen Billardkugel, wenn sie an jeder der vier Banden genau einmal reflektiert wird.

Lésung: Ein geschlossener Rundweg kann nur ein liberschlagenes Viereck STUV sein. Der Beweis sei dem Leser
iiberlassen. Gesucht ist ein Rundweg mit dem Startpunkt S auf AD.
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Man zeichnet in die Raute zunichst ein beliebiges iiberschlagenes Viereck STUV , spiegelt die Raute mit dem
Viereck STUV dreimal nacheinander an den Seiten der Raute in der entsprechenden Reihenfolge und erhélt nach

drei Reflexionen als Spiegelbilder A*B*C*D* und S*T*U*V*. Es gilt: ‘E‘ =‘A*D*‘ und ‘A_S‘ =‘A*S*‘; A*

liegt auf der Geraden AC. SS* und AA* sind parallel, ebenso UV und U1V*, Jedem Rundweg STUVS entspricht
ein gleichlanger Streckenzug STU1V*S*. Da an jeder Bande das Reflexionsgesetz gelten muss, ergeben sich fiir
den kiirzesten Rundweg folgende Bedingungen (siche die untere Figur):

1. Die Punkte S, T, Ul, V* und S* miissen eine Strecke bilden, damit der Gesamtweg minimal ist.
Die Geraden ST, UV und AC miissen wegen 1. und nach Konstruktion parallel sein. D. h.: Die Geraden
TU und SV schneiden sich auf BD.

3. Da das Reflexionsgesetz gelten muss, hat der Winkel zwischen UV und SV bzw. zwischen UV und UT
die Grofe B und damit der Winkel zwischen TU und SV die Grofle 180° — 2.

Durch diese Bedingungen ist der Rundweg mit dem Startpunkt S eindeutig bestimmt: Die Punkte STVU bilden
ein gleichschenkliges Trapez, wobei ST und UV parallel zur Diagonalen AC sind. Fiir kleine Werte des Winkels
B muss der Startpunkt S nahe bei A liegen, damit die Strecke SV die Seite BC schneidet. Anderenfalls kommt es
zu geschlossenen Streckenziigen nur nach mehrfacher Reflexion an jeder Bande: Man kann diesen Sachverhalt
genauer untersuchen.

Diese Rundwege STUVS sind die kiirzesten, weil ,,die mehrfach gespiegelten Wege™ einen gleich langen Stre-
ckenzug SS* auf einer Geraden ergeben.
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1.1.6 Reflexionen am Kreis

Beispiel 1.1.6.1: Eine Reflexion am Kreis: Wie miissen auf einem , kreisformigen Billardtisch* zwei Kugeln auf
einem Kreisdurchmesser liegen, damit durch eine Reflexion an der Kreisbande die eine Kugel die andere trifft?
In welche Richtung muss man die eine stoBen, damit sie nach einer Reflexion am Kreis die andere trifft? Unter-
suche die maximale und minimale Streckenzugldnge. Liegen beide Kugeln nicht auf einem Durchmesser, ist den
Autoren eine elementargeometrische Losung nicht bekannt.

Losung:
Fall 1: Der Kreismittelpunkt liegt nicht zwischen A und B. Eine einzelne Reflexion an der Kreisbande bei C fiihrt
nur zum Ziel, wenn C auf AB liegt.
Fall 2: Der Kreismittelpunkt M liegt zwischen A und B. Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit a >b. MC
muss den Winkel ACB halbieren. Da die Winkelhalbierende eines Dreieckswinkels die Gegenseite im Verhéltnis
der anliegenden Seiten teilt, muss der Punkt C auf dem Kreis des APOLLONIUS mit dem Durchmesser MM*
liegen. Die Punkte M und M* teilen die Strecke AB von innen und au3en im gleichen Verhéltnis. Die bekannte
Konstruktion von M* ist weggelassen.
a) Ein Schnittpunkt der beiden Kreise existiert, wenn M* auflerhalb des gegebenen Kreises liegt. Der Stre-
ckenzug ACB hat dann maximale Lange (Aufgabe 1.1.6.2).
b) Existiert der Schnittpunkt der beiden Kreise nicht, dann hat der ,,mathematische” Streckenzug von A
iiber den Mittelpunkt zum Kreis und dann zuriick nach B die maximale Lénge.
Die minimale Lénge erhdlt man durch die Strecke AB.

Aufgabel.1.6.1(9): Welche Beziehung muss zwischen a, b mit 0 < b < a < r und dem Kreisradius r be-
stehen, damit eine Reflexion im Sinne der obigen rechten Zeichnung mdglich ist?

Beispiel 1.1.6.2: Zwei Reflexionen am Kreis: Ge-
geben ist eine Kugel im Punkt A auf einem kreis-
formigen Billardtisch. In welche Richtung muss
man die Kugel stoBen, damit sie nach zwei Refle-
xionen zum Punkt A zuriickkehrt?

Die Reflexionspunkte am Kreis seien B und C.
Aus Griinden der Symmetrie muss BC auf dem
Durchmesser AM senkrecht stehen. D M

Setzt man a = ‘m‘ , = ‘WS‘ und x = ‘ﬁ‘ s

y= ‘@‘ ,Z= ‘HB‘ , so folgen drei Gleichungen:

X4y =r )
(a+x)P+y*=2 ) C
X:a=y:z 3)
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Letzteres weil BM Winkelhalbierende im Dreieck ABD ist. Lost man (1) nach y und (3) nach z auf und setzt dies

2
in (2) ein, so folgt (a + x)* + ¥ — x> = [ﬂj und damit 2a’x* + 2ax’ + r’x* — a’r’ = 0.
X
Da x = — a eine algebraische Losung ist, kann man die letzte Gleichung durch (x + a) dividieren und erhélt
—1’ 11’ +8a’

2ax? + r’x — ar> = 0 mit den Losungen x = 4
a

Aufgabel . 1.6.2(9):
a) Was erhilt man bei Beispiel 1.1.6.2 fiira=r?
b) Wie steht es mit der geometrischen Bedeutung des Falles x = a?
¢) Fertige fiir a = 1,25 cm und 12 = 10 cm” eine genaue Zeichnung an und beweise, dass MB den
Winkel ABC halbiert.
d) Konstruiere den Rundweg fiira=2 cmund r =4 cm.

Beispiel 1.1.6.3: Rundwege im Kreis durch Reflexionen an der Kreislinie:
Fall 1: Startet man einen Rundweg auf einem
Kreispunkt, so erhdlt man sicher Rundwege mit
beliebig vielen Reflexionen, wenn man darauf
achtet, dass die Rundwege regelmiBige Vielecke
oder aber auch Sternpolygone sind. Letztere haben
sicher keine minimale Lange, weil zu jedem ge-
schlossenen Sternpolygon ein kiirzeres reguldres
Vieleck gehort (siche die nebenstehende Abbil-
dung). Man kann leicht zeigen (siche Aufgabe
1.6.4), dass Rundwege, die auf der Kreisperipherie
beginnen, reguldre Figuren sein miissen.

Fall 2: Startet man bei einem inneren Kreispunkt,
so 16st Aufgabe 1.6.5 das Problem.

Aufgabe 1.1.6.3(7): Beweise: Die auf der Kreisperipherie beginnenden Rundwege auf einem Kreis sind
Streckenziige mit gleich langen Strecken.

Aufgabe 1.1.6.4(7): Startet man bei einem inneren Punkt des Kreises und sucht einen Rundweg durch
Reflexionen an der Kreislinie, so sei der erste Einfallswinkel der Reflexion an der Kreislinie a. Stelle in
Abhéngigkeit von o eine Formel so auf, dass sich der Weg nach n Reflexionen ohne Knick schlief3t.

1.2. Kiirzeste Wege auf der Oberfliche von Korpern

Auf der Oberflache eines Korpers ist der kiirzeste Weg zwischen zwei gegebenen Punkten P und Q gesucht.

Satz 1.2.1: Zwischen zwei Punkten P und Q auf einer Fliche findet man stets kiirzeste Entfernungen durch einen
gespannten Faden.

Hinweis: Das Ergebnis muss nicht eindeutig sein: Zwischen zwei Punkten auf einem Zylinder kann man einen
Faden spannen, der hochstens einmal um den Zylinder herumgeht. Man kann aber auch einen Faden spannen, der
zweimal usw. um den Zylinder herumgeht.

Beweis des Satzes: Man kann die Flidche durch eine endliche Anzahl von Tangentialebenen zwischen P und Q
ersetzen und ohne Beschriankung der Allgemeinheit nur zwei solche Ebenen betrachten. Die Zugkrifte, die auf
den Faden wirken, kdnnen an der Schnittkante jeweils in eine Komponente 14ngs des Fadens und in eine Kompo-



34

nente langs der Kante zerlegt werden. Der Faden verschiebt sich ldngs der Kante so lange, bis die beiden Kréfte
langs der Kante gleich groB sind. Das ist genau dann der Fall, wenn die Winkel zwischen Faden und Kante gleich
grof} sind.

Man kann nun um die Kante die eine der beiden Ebenen in die andere aufbiegen (abwickeln) und erhélt den
Zusatz:

Zusatz 1.2.2: Spannt man einen Faden auf einer abwickelbaren Ebene, so ist der Weg des Fadens nach der Ab-
wicklung langs einer Geraden.

Es werden im Folgenden nur Korper betrachtet, deren Oberflichen als ebene Netze abgewickelt werden konnen;
die meisten Uberlegungen gelten auch fiir gekriimmte Flichen, wenn man sie durch Polyeder approximieren
kann. Man mdge sich fiir den kiirzesten Weg jeweils einen gespannten Faden vorstellen. Die Methode ist hier
immer die gleiche: Man zeichnet ein Netz des Kdrpers und sucht auf diesem Netz eine Strecke zwischen den
zwei Punkten. Da es aber fiir den gleichen Korper mehrere verschieden geformte Netze geben kann, konnen diese
Verbindungsstrecken je nach Wahl des Netzes unterschiedliche Langen besitzen. Man muss dann entweder durch
Rechnung oder durch Zeichnung entscheiden, welche Verbindungsstrecke die absolut kiirzeste Lénge besitzt.
Grund: Die Differentialgeometrie lehrt, dass die hier eingeschlagene Methode im Allgemeinen lokal aber nicht
global eindeutig ist.

1.2.1 Kiirzeste Wege auf einem Quader

Zundchst eine Aufgabe von HENRY ERNEST
DUDENEY:

Beispiel 1.2.1.1: In einem quaderférmigen Raum
(Lénge 30 FuB3, Breite 12 Ful3, Héhe 12 FuB) sitzt
eine Spinne auf der senkrechten Mittellinie der
kleineren Seitenfldche einen FuB3 iber dem Boden.
Eine Fliege sitzt diametral gegeniiber, also gespiegelt am Mittelpunkt des Raumes. Bestimme den kiirzesten
Weg der Spinne zur Fliege, die sitzen bleibt. Die Spinne benutzt kein Netz, sie krabbelt iiber die Winde.

Losung: Man kann auf drei Arten mit der Seitenfldche, auf der die Fliege sitzt, ein Quadernetz so vervollstandi-
gen, dass ein geradliniger Weg zwischen Spinne und Fliege moglich ist:

Es gibt drei " kiirzeste " Wege zur Fliege, je nachdem iiber welche Seitenflaichen die Spinne krabbelt. In den
Fillen 1, 2 oder 3 krabbelt die Spinne iiber 3, 4 oder 5 Seitenflachen.
Die Zeichnung der nichsten Seite ist nicht maBstabsgetreu.

Man erhilt:

L, =30+12=42

_~F3

L, ={(1+30+6) +(11+6) =372 +172 ~ 40,72

L, =/(30+2) +24> =40 k2
12feet

Natiirlich konnen die Wege zwei und drei auch
spiegelbildlich zur Symmetrieebene des Wiirfels, in A
der die Punkte S und F1 liegen, verlaufen. Der Weg S F1
1 kann auch iiber die Decke gehen. Interessanter-
weise ist der Weg der kiirzeste, bei dem die Spinne
iiber fiinf Seitenflachen krabbelt. Dieses merkwiir-
dige Ergebnis ist nur moglich, wenn die Lange des
Raumes relativ grofl und die Hohe der Spinne iiber
dem Boden relativ klein ist.

30feet
12f

Untersuchung dieser Aufgabe fiir allgemeinere Werte: Es sei ¢ die Hohe der Spinne iiber der Grundfliche mit
0 < ¢ < 6. Die Lange des Raumes betrage a, die Breite und Hohe messen nach wie vor 12 Ful3. Dann gilt:

L1 =a+12

Ly2=(a+6+c)*+ (18 —c)?
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Ly> =242 + (a + 2c)

Die folgenden Ungleichungen sind dquivalent:

L,<L,

a2+ 36 +c2+12a+2ac+ 12¢c + 324 — 36¢ +c2<a?+24a+ 144
2¢?—24¢c +216 < 12a-2ac

(c—6)2+72<a(6-c¢)

Fiir 0 < ¢ < 6 folgt hieraus:

6-—c+72/(6-c)<a (1)
Analoge Aquivalenzen gelten fiir
L;<L,

242+ a%? +4ac +4c?<a?+36+c*+ 12a+2ac+ 12¢ + 324 — 36¢ +¢?

2¢?+24c+ 216 < 12a—2ac

—-c—18+216/(6-c)<a 2)
bzw.

L; <L,

24% + a2 +4ac +4c?<a?+24a+ 144

4c? + 432 < 24a —4ac

—c—6+144/(6-c)<a 3)

Der Vergleich von (1), (2) und (3) ergibt: Je ndher der Startplatz der Spinne an der Seitenflichenmitte liegt, desto
groBer muss die Lange des Raumes sein, damit L; die kiirzeste Weglange ist.

Sitzt die Spinne im Mittelpunkt der Seitenfliche, so ist immer der Weg 1 der kiirzeste.
Fiir c=1 ( Aufgabe von DUDENEY ) muss a > 24,2 sein. Fira=24und c =1 gilt: Ly; <L, <L;.

Aufgabe 1.2.1.1(9):

a) Berechne allgemein die Langen der drei verschiedenen, "kiirzesten" Wege auf einem Quader
(Lange = a, Breite = Hohe = b), wobei die Spinne im Mittelpunkt B der kleineren Seite der
Grundfliache sitzt und die Fliege diametral gegeniiber. Ordne die Langen der Grofle nach in
Abhingigkeit von a und b.

b) Lose diese Aufgabe auch fiir einen Quader (Lénge a, Breite b, Hohe ¢ mit a < b < ¢), wenn die
Spinne in einer Ecke der Grundflache sitzt und die Fliege diametral gegeniiber zunéchst fiir
a=17,b=10, c= 14 und dann allgemein.

1.2.2 " Kreise " auf der Quaderoberfldche

Beispiel 1.2.2.1: Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kante 4cm. In der Grundfliche ABCD liegt der Punkt M im
Abstand 1cm und 2cm von zwei benachbarten Kanten (vgl. die Zeichnungen). Gesucht sind alle Punkte auf der
Oberflache, deren Entfernung 4,5cm vom Punkt M betrigt. Die Entfernung wird hierbei als kiirzester Weg auf
der Oberflache des Wiirfels definiert. Der Weg kann iiber zwei oder drei Seitenflichen fithren. In der linken Figur
werden die Punkte in den Seitenflichen A{DHE und DCGH konstruiert. In der rechten Figur erhdlt man analog

die gesamte "Kreisfigur" fiir alle Seitenflachen. H Gl
El
E H G /\“
/_\“\ //
<. _ R q
[ :'I' \\\ \\‘\ D C
, . II \\\ \ Al
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Um die gesuchten Punkte in der Seitenfliche A;DHE zu finden, dreht man die Grundfldche mit dem Punkt M um
D um 90° im Uhrzeigersinn und erhélt M;. Von M; kommt man {iber zwei, von M iiber drei Seitenflachen in die
Fliche A;DHE. Bei jeder Seitenfliche gibt es drei Moglichkeiten flir den Kreismittelpunkt. Es ist jeweils zu
priifen, welche Kreise in der betreffenden Seitenflache liegen. Analog geht man fiir die anderen Seitenflichen
vor.

Aufgabe 1.2.2.1(7): Gesucht sind bei den A2 E F Bl
Vorgaben des Beispiels 2.2.1 alle Punkte, U
deren Entfernung 7,5 cm vom Punkt M
betrigt. Fir die Kreispunkte in der Deck- M2 M1
fliche sind immer alle Wege zu untersu-
chen, die iiber drei , vier oder fiinf Fldchen
fiihren konnen. Im gewédhlten Beispiel
kommen Wege von M in die Seitenfliche b
EFGH fiiber vier oder fiinf Flichen nicht
zur Auswirkung, da sie nur zu Punkten
fithren, die von einem Weg iiber drei Fla-
chen bereits mit kiirzerer Weglidnge er- A B
reichbar sind. Zeige: Der "Kreis" mit dem

Radius 7,5cm besteht aus vier Kreisbdgen mit den Mittelpunkten M, M;, M, und M3, was in der neben-
stehenden Zeichnung fehlt.

Aufgabe 1.2.2.2(7): Gegeben ist ein Wiirfel mit der Seitenldnge 4cm. Zeichne um M die "Kreise" auf der
Oberflache des Wiirfels mit den Radien 2,5 cm, 5,0 cm und 7,5 cm, wenn M auf einem Seitenmittel-
punkt (auf einem Eckpunkt ) der Grundflache liegt.

Aufgabe 1.2..2.3(7): Gegeben ist ein Quader (Lénge 6,0 cm , Breite 4,0 cm , Héhe 2,0 cm). In der
Grundflache liegt der Punkt M im Abstand 1,0cm von einer lingeren und 3,0cm von einer kiirzeren
Rechteckseite. Zeichne auf einem Quadernetz alle die Punkte ein, deren kiirzeste Entfernung von M
(gemessen als Weg auf der Quaderoberfliche) 2,5 cm , 4,0 cm und 6,0 cm betrégt.

Aufgabe 1.2.2.4(5):
a) Zeichne alle inkongruenten Netze eines Wiirfels.
b) Bestimme die Anzahlen aller inkongruenten Netze eines Quaders mit quadratischer Grund-
fliche und die eines Quaders mit drei verschieden langen Seiten.

Aufgabe 1.2.2.5(5): Zeichne in der Art des Netztyps 8 (siche Losung von Aufgabe 1.2.2.4) alle drei
Quadernetze mit a =2,0cm, b =3,0cm ,c = 4,0cm.

Aufgabe 1.2.2.6(5): Welches der Netze von Aufgabe 1.2.2.4 hat den kleinsten, welches hat den grofiten
Umfang? Berechne diesen allgemein in Abhédngigkeit von den Léngen der Kanten.

1.2.3 Kiirzeste Rundwege

Beispiel 1.2.3.1: Ein Marienkéfer befindet sich auf irgendeiner Seitenflidche eines Wiirfels an einem beliebigen
Punkt. Er will einen Rundweg um den Wiirfel machen und dabei {liber das Innengebiet von jeder Seitenfliche
laufen. Welcher Weg ist der kiirzeste und wie lang ist dieser?

Da jeder Rundweg iiber sechs Kanten fiihrt, kann man den Startpunkt S auf das Innere einer Kante legen. Man
wihlt nun ein Netz, in dem eine Strecke vom Startpunkt S zum Zielpunkt Z {iber alle sechs Fldchen fiihrt. Die
Punkte Z und S miissen beim Falten des Netzes zum Wiirfel zusammenfallen. Das ist nur moglich bei den Netzen
Nummer 7 und Nummer 8. Die Strecken SZ sind fiir alle Startpunkte S auf einer Kante zueinander parallel und
gleich lang. Jeder Rundweg (in der Zeichnung gestrichelt) vom Startpunkt S endet am Zielpunkt Z. Die Linge
des Rundweges wird minimal, wenn sich der Kéfer entlang einer Strecke SZ bewegt.

Die Lénge des Weges im Netz Nummer 7 ist 2a\/§ ; die Lange des Weges im Netz Nummer 8 ist 3a4/2 .
Der Rundweg im Netz Nummer 8 ist kiirzer. Im Folgenden wird immer ein Rundweg im Netz 8 zugrunde gelegt.
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RL
K

Ly

Netz 7 Netz 8

Fiir einen beliebigen Startpunkt auf einer Seitenfliche muss sich der Kéfer immer diagonal in einer Fliche bewe-
gen. Es gibt also im Allgemeinen durch einen Punkt auf der Wiirfeloberflache zwei kiirzeste Wege, da sich der
Kifer beim Start in etwa parallel zu einer der beiden Flachendiagonalen bewegen kann.

Befindet sich der Startpunkt auf einer Fldchendiagonale, so gibt es nur einen kiirzesten Weg iiber die Innengebie-
te der sechs Fldchen, ndmlich parallel zur anderen Flichendiagonale. Ist S der Mittelpunkt einer Seitenkante, so
ist der Rundweg ein regelmifiges Sechseck (siche Aufgabe 2.3.1). Auf der Wiirfeloberflache gibt es also vier
verschiedene regelmifige Sechsecke. Parallel zu diesen regelméfigen Sechsecken gibt es gleichwinklige Sechs-

ecke, in denen die Summe der Léngen benachbarter Seiten gleich a V2 st
Befindet sich der Kéfer im Mittelpunkt einer Seitenfldche, so gibt es keinen Rundweg in der geforderten Form.

Aufgabe 1.2.3.1(9): Zeichne in ein Schrigbild eines Wiirfels den kiirzesten Rundweg durch die Mitten
von Seitenkanten. Beweise, dass alle Winkel gleich 120° sind und dass das Sechseck, das sie bestimmen,
ein regelmiBiges, ebenes Sechseck ist in einer Ebene senkrecht zu einer Raumdiagonale. Bastle ein
Wiirfelmodell, auf das du den kiirzesten Rundweg einzeichnest.

Aufgabe 1.2.3.2(9): Beweise anhand eines Quadernetzes in der Form von Netztyp 8 beim Wiirfel, dass

der kiirzeste Rundweg auf einem Quader (Seitenlédngen: a, b und c ) nicht kiirzer als (a + b + c) V2 sein

kann.
a) Beweise, dass auf einem Quader (Seitenldngen a = b, c) ein derartiger Rundweg nur existiert,
wenn b < 2¢. Kennzeichne auf einem Quader mit a = 2,0 cm und ¢ = 3,0 cm alle Punkte, fiir die

ein kiirzester Rundweg der Linge L = (2a + ¢) \/E moglich ist.

b) Kennzeichne auf der grofiten Seitenfliche eines Quaders mit a =4,0 cm, b=3,0 cm, ¢ =2,0 cm
alle Punkte, fiir die ein kiirzester Rundweg der Lange L moglich ist.

Aufgabe 1.2.3.3(9 oder 10): Gegeben ist eine
gerade, quadratische Pyramide (Grundkante

6,0cm, SeitenflaichenhGhe ‘@‘ = 6,0 cm).
Auf der Symmetrieachse einer Seitenfliche
liegt der Punkt S so, dass ‘M_S‘ = a cm. Auf

der Symmetrieachse der gegeniiberliegenden
Seitenflache liegt in gleicher Hohe iiber der
Grundfldche der Punkt F.

a) Konstruiere und berechne den kiirzesten
Weg von S nach F fiir a = 0,5 cm und fiir

a = 2,5 cm. Zeichne auf ein vollstindiges
Pyramidennetz fiir a = 2,5 cm den kiirzesten
Weg ein.




38

b) Konstruiere und berechne a so, dass die kiirzesten Wege liber die Grundfliche und iiber die Sei-
tenflachen gleich lang werden.

Aufgabe 1.2.3.4(9 oder 10): Gegeben ist die Pyramide von Aufgabe 1.2.3.3 mit ‘ﬁ‘ = 9,0 cm, quadra-

tischer Grundflache mit der Kantenldnge 6,0 cm und ‘ﬁ‘ = a. Konstruiere und berechne die Linge des

kiirzesten Rundweges vom Punkt S iiber die vier Seitenflichen zuriick nach S.

Aufgabe 1.2.3.5(9): Zeichne die beiden inkongruenten Netze eines regelmédBigen Tetraeders mit der
Seite a. In eines von diesen lassen sich die Spuren der kiirzesten Rundwege, die durch das Innengebiet
der vier Seitenfldchen fiihren, einzeichnen. Bestimme Lange und Form der kiirzesten Rundwege. Zeich-
ne in ein Schrigbild eines Tetraeders einen kiirzesten Rundweg durch einen Seitenmittelpunkt ein. Wie
viele kiirzeste Rundwege gibt es durch einen beliebigen Punkt auf der Tetraederoberfliche? Veranschau-
liche die Rundwege an einem zum Tetraeder gefaltetes Netz.

Aufgabe 1.2.3.6(9): Bestimme den kiirzesten Rundweg auf einem regelmiBigen Oktaeder mit der Kan-
tenldnge a. Suche ein zur Bestimmung eines kiirzesten Rundwegs, der iiber alle Seitenflichen geht, ein
geeignetes Oktaedernetz. Beschreibe die Form des Rundwegs, der durch einen Seitenpunkt verlduft, der
die Seite im Verhiltnis 1:3 teilt.

Aufgabe 1.2.3.7(10): Gegeben ist ein gerader Kreiskegel (Grundkreisradius 2,0 cm, Mantellinie 6,0 cm).
Auf einer Mantellinie sitzt ein Kéfer 3,0 cm von der Spitze entfernt. Er will einmal um den Kegel herum
laufen und zum Ausgangspunkt zuriickkehren. Zeichne das Netz des Kegelmantels, falte den Kegel und
iiberlege dir an diesem Modell die folgenden Fragen: Wie verlduft der kiirzeste Weg und wie lang ist
dieser? Wie nahe kommt der Kéfer der Spitze? Ist der kiirzeste Weg eine Ellipse? Liegt dieser Weg in
einer Ebene?

Aufgabe 1.2.3.8(9): Gegeben ist ein gerader Kegelstumpf (R = 12,0 cm, r = 6,0 cm, Mantellinie s =
24,0 cm). Ein Kéfer sitzt auf dem Grundkreis im Punkt A einer Mantellinie AB mit dem Mittelpunkt M.
Er will um den Kegelstumpf herumkrabbeln und dabei langsam an Hohe gewinnen, bis er schlieBlich
zum Punkt M gelangt.
a) Wie lang ist der kiirzeste Weg vom Punkt A zum Punkt M, wenn der Kéfer dabei den Kegel-
stumpf einmal umrundet? Konstruktion auf dem Kegelstumpfmantel!
b) Warum ist dieser Weg aber nicht im Sinne des Kéfers?

Aufgabe 1.2.3.9(9): Gegeben ist ein gerader Kegelstumpf (R = 6,0 cm, r = 2,0 cm, Mantellinie s =
48,0 cm). Ein Kéfer sitzt auf dem Grundkreis im Punkt A einer Mantellinie AD, auf der die Punkte B

und C die Strecken ‘HB‘ =‘ﬁ:‘ = ‘@‘ bilden. Der Kifer will auf dem kiirzesten Weg dreimal um den

Kegelstumpf herumkrabbeln und zwar iiber die Punkte B und C zum Punkt D. Konstruiere den kiirzesten
Weg und berechne seine Lange.

Aufgabe 1.2.3.10(9): Ein zylindrisches Wasserglas (Umfang 24,0cm , Hohe 16,0cm, die Dicke ist zu
vernachldssigen) ist gegeben. Auf der AuBenseite 2,0cm unterhalb des oberen Randes sitzt ein Marien-
kifer; auf der Innenseite 2,0cm tiber dem unteren Rand sitzt ein zweiter Marienkéfer so, dass die direkte
Verbindungslinie der beiden Kéfer die Symmetrieachse des Wasserglases schneidet. Berechne den kiir-
zesten Weg von einem Kéifer zum anderen.

Aufgabe 1.2.3.11(8): In einem zylindrischen

Wasserglas (Radius r, Hohe h) will ein Kéfer A —_—
auf dem kiirzesten Weg zum Kéfer B krabbeln (__ D
(siehe die Skizze). Zwei junge Mathematiker

Matze und Geo tberlegen. Matze sagt: ,,.Der
kiirzeste Weg ist iiber den Durchmesser und h
dann senkrecht hoch“. Geo sagt: ,,Man kann
sich die Mantelflache ldngs einer Senkrechten
aufgeschnitten denken und der Kéfer kann dann T /r\\ ~

in der Mantelfliche schrig hoch krabbeln®. Q L/
Entscheide, wer Recht hat.
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1.3. Einbeschriebene Vielecke mit minimalem Umfang

1.3.1 Das Problem von FAGNANO

Beispiel 1.3.1.1: Einem spitzwinkligen Dreieck ABC ist ein Dreieck DEF mit minimalem Umfang einzube-
schreiben, wobei auf jeder Dreiecksseite des Dreiecks ABC eine Ecke des Dreiecks DEF liegt.

Das Problem wurde 1775 von FAGNANO gestellt und
mithilfe der Differenzialrechnung gelost.

Voriiberlegung: Man legt einen Punkt F beliebig auf AB
fest und sucht Punkte D und E auf AC und BC so, dass
das Dreieck DEF minimalen Umfang besitzt.

Zunéchst wahlt man beliebige Punkte D und E auf AC
und BC. Den Umfang des Dreiecks DEF erhédlt man als
Streckenzug F'DEF", wobei F' und F" die Spiegelpunkte
vom Punkt F an den Seiten AC und BC sind.

Man erhélt also zu einem fest auf der Seite AB gewahl-

ten Punkt F ein Dreieck DEF mit minimalem Umfang,

wenn die Punkte D und E auf der Strecke F'F" liegen.

An welcher Stelle muss ein Punkt F auf der Seite AB gewahlt werden, damit der Umfang des Dreiecks DEF ein
absolutes Minimum wird?

Lemma 1.3.1.1: Das Dreieck F'CF" ist gleichschenklig mit dem Winkel F'CF" = 2y unabhéngig von der Lage des
Punktes F.

Beweis: Da F' und F" die Spiegelpunkte von Punkt C
F an den Seiten AC und BC des Dreiecks ABC
sind, folgt:

- |- 0
/F'CA=ZACF, ZFCB= ZBCF" 2)
Hieraus folgt die Behauptung.

Der Umfang des Dreiecks DEF wird umso kleiner,
je kleiner die Lange der Strecke F'F" ist. Diese
wird am kleinsten, wenn die Strecke FC am
kleinsten wird. Dies tritt ein, wenn F der FuBBpunkt
der Hohe h, ist. Da diese Uberlegungen auch fiir
einen Ausgangspunkt auf den Seiten AC und BC
gelten, folgt:

Satz 1.3.1.2: Das einem spitzwinkligen Dreieck einbeschriebene Dreieck mit kleinstem Umfang ist das Hohen-
fupunktdreieck.

Ist das Dreieck ABC rechtwinklig mit der Hypotenuse AB, so entartet das Dreieck F'CF" zu einer Strecke und
das Dreieck DEF mit minimalem Umfang zur Doppelstrecke h,.

Ist das Dreieck ABC stumpfwinklig mit y > 90°, so bildet die Doppelstrecke h, ebenfalls eine bessere Losung als
jedes andere einbeschriebene Dreieck.

1.3.2 Darstellung des Umfangs des HohenfuBBpunktdreiecks als Strecke

Ein Dreieck ABC mit beliebig einbeschriebenem Dreieck DEF wird fiinfmal nacheinander an aufeinander fol-
genden Dreiecksseiten gespiegelt. Die Seite AB wird bei den ersten zwei Spiegelungen um 2B+ 2a im Uhrzei-
gersinn gedreht, bei der dritten Spiegelung liegt sie fest auf der Achse und bei den beiden nichsten wird sie um
2B+ 2o zuriickgedreht. Die Seiten AB und A'B' sind also parallel. Die Seiten eines beliebigen einbeschriebenen
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Dreiecks DEF lassen sich dabei zu einem Streckenzug FF' (siehe - - - - - - ) anordnen, dessen Liange der doppelte
Umfang des Dreiecks DEF ist. Hilt man F auf AB fest und variiert die Punkte D und E, so bleibt trotzdem die
Lage von F' fest. Verschiebt man stattdessen F auf AB, so sind alle Strecken FF' zueinander parallel. Jeder Stre-
ckenzug FF' lasst sich als zweifacher Rundweg im Dreieck ABC deuten.

Der Umfang des Dreiecks DEF wird minimal, wenn aus dem Streckenzug eine Strecke FF' wird. Dies tritt genau
dann ein, wenn das Dreieck DEF HohenfuBBpunktdreieck des Dreiecks ABC ist; denn dann halbiert die Hohe AE
des Dreiecks ABC den Winkel FED. Die Punkte F, E und D, liegen auf einer Geraden. Analoges gilt fiir die
nichsten Spiegelungen nur, wenn FED HohenfuBpunkt des Dreiecks ABC ist. In diesem Fall entspricht die Stre-
cke FF' einer doppelten Uberdeckung des Umfangs des HohenfuBSpunktdreiecks.

B

Wihlt man ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit y = 90°, so liegen die Punkte D, E und F sowie ihre Spiegel-
punkte nur dann auf der Strecke FF', wenn D, E und F auf der Hohe h, liegen.

Fiir ein stumpfwinkliges Dreieck ABC liegt ein Teil der Strecke FF' immer auBlerhalb der Figur. Dies ldsst sich
gut mit einem dynamischen Geometrieprogramm demonstrieren.

Verschiebt man die Strecke FF’ parallel, wobei F auf der Seite AB entlanggleitet, so entspricht dies einem zwei-
fachen Umlauf im Dreiecksinnern, dessen Teilstrecken parallel zu den Seiten des HohenfuBBpunktdreiecks verlau-
fen. Dieser zweifache Rundlauf hat die doppelte Lange des Umfangs des FAGNANOdreiecks (siche Aufgabe
3.2.2¢).

Satz 1.3.2.1: In jedem spitzwinkligen Dreieck sind die Hohen Winkelhalbierende im HohenfuB3dreieck.

Aufgabe 1.3.2.1(10): Gegeben ist das spitzwinklige Dreieck ABC mit seinem HohenfuBBpunktdreieck
DEF (D auf BC, E auf AC, F auf AB).
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a) Beweise, dass die vier Dreiecke AFE, BDF, CED und ABC &hnlich sind.

b) Beweise, dass die Hohen des Dreiecks ABC die Winkelhalbierenden des Dreiecks DEF sind.

¢) Leite ausgehend vom Ergebnis der Aufgabe a) eine Formel fiir den Umfang u des Hohenful3-
punktdreiecks her. Ergebnis: u=a cos o+ b cos B+ c cos y

d) Stelle ausgehend von der Beweisfigur des FAGNANOdreiecks drei weitere Formeln fiir den Um-
fang u auf. Teilergebnis: Eine lautet: u = 2b sin o sin y]

e) Zeige durch trigonometrische Umformungen die Aquivalenz aller vier Formeln.

Aufgabe 1.3.2.2(8): Ein Junge steht im Innern eines gleichseitigen Dreiecks.
a) Er macht einen Rundlauf, bei dem er alle drei Seiten beriihrt. Sein Freund, der ihn beobachtet
hat, sagt: ,,Du hast dich gut aufgestellt; denn dein Rundlauf war der kiirzeste, der moglich ist™.
An welchem Punkt begann der Rundlauf? Wie lang war er?
b) Jetzt macht der Junge einen ,,zweifach minimalen Rundgang® im gleichseitigen Dreieck, d. h. er
macht einen Rundlauf, bei dem er jede Seite zweifach trifft. Wo kann er starten, welche ver-
schiedenen Moglichkeiten gibt es und wie lang ist sein Weg?

1.3.3 Dreieck im Winkelfeld

Gegeben ist ein Winkel oo mit dem Scheitel A und ein Punkt P im Winkelfeld von a. Eine Gerade g durch den
Punkt P schneidet die Schenkel des Winkels o in den Punkten B und C. Wie muss man die Gerade g wiéhlen,
damit das Dreieck ABC minimalen Umfang besitzt?

Losung:

Man zeichnet durch den Punkt P eine beliebige
Gerade BC und den Ankreis zur Seite BC. Der
Ankreis beriihrt die Seiten des Dreiecks ABC oder
deren Verldangerungen in den Punkten D, E und F.
Fiir den Umfang u des Dreiecks ABC gilt: u= AD
+ AE. Der Umfang wird minimal, wenn der Radi-
us des Ankreises moglichst klein wird. Dies ist der
Fall, wenn PM Radius des Umkreises ist.

Aufgabe 1.3.3.1(10): Konstruiere zu einem gegebenen Winkel a in A und einem im Winkelfeld gegebe-
nen Punkt P das Dreieck ABC mit minimalem Umfang, auf dem P liegt.

Aufgabe 1.3.3.2(8): Der Kreis um M
beriihrt in E bzw. D zwei sich in A
schneidende Geraden. Durch P auf dem
kiirzeren Kreisbogen ED legt man eine
Tangente BC (siche die Zeichnung). Be-
weise:

a) Alle Dreiecke ABC haben den
gleichen Umfang.

b) Der Winkel BMC ist fiir alle
Dreiecke ABC gleich grof3. Be-
rechne dessen Grofle in Abhén-
gigkeit von der GroBle des Win-
kels BAC.
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1.3.4 Einbeschriebene Vierecke

Beispiel 1.3.4.1: Einem Quadrat soll ein Quadrat mit minimalem Umfang einbeschrieben werden.

Ein einbeschriebenes Quadrat EFGH entsteht wenn die Punkte E, F, G und H die Quadratseiten im gleichen Ver-

haltnis teilen. Setzt man a = ‘HB‘ und x = ‘E‘ , dann wird der Umfang u minimal , wenn ‘ﬁ‘ minimal wird.

Ergénzt man die Punkte A, E und H zum Rechteck AEKH, dann liegt K immer auf der Diagonalen BD, da das
Dreieck KHD gleichschenklig rechtwinklig ist. Weiterhin gilt: ‘R‘ = ‘ﬁ‘

Hieraus folgt: Der Umfang u des einbeschriebenen
Quadrats wird minimal, wenn AK das Lot auf BD ist

und damit gilt: ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ = %a

Oder mit Analysis findet man:

—2
‘HE‘ — fx) = X2+ (a—x)?,

fi(x) =2x —2(a—x) = 0 und damit: x = %a

Beispiel 1.3.4.2: Warum kann einem Rechteck kein

Rechteck mit minimalem Umfang einbeschrieben wer-
den?

Man erhilt alle einbeschriebenen Rechtecke EFGH,
indem man auf der kiirzeren Rechtecksseite einen

Punkt H beliebig wihlt, einen Kreis um den Mittelpunkt M des Rechtecks mit r = ‘ﬁ‘ zeichnet. Die Schnitt-

punkte des Kreises mit den Rechtecksseiten bestimmen zwei einbeschriebene Rechtecke. In der Figur ist nur
eines eingezeichnet.

Dy C
H F
B
A E
Losung:

Man spiegelt F an B und erhélt F'; die Parallele durch H zu AB schneidet BC in H'.
Der halbe Umfang des Rechtecks EFGH ist ‘ﬁ‘ + ‘E_F‘ = ‘ﬁ‘ + ‘E_F" .

Nun gilt ‘ﬁ‘ = ‘B_C‘ =b und damit ‘ﬁ‘ + ‘E_F" > ‘H_F" , da E nie auf HF' liegen kann. Damit folgt:

‘ﬁ‘+‘E_F‘ >‘H_F" =+a’+b’

Das Rechteck EFGH entartet also zur doppelten Diagonale BD.
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Aufgabe 1.3.4.1(9): Einem spitzwinkligen (rechtwinkligen, stumpfwinkligen) Dreieck ABC ist ein
Quadrat mit minimalem Umfang so einzubeschreiben dass eine Quadratseite auf einer Dreiecksseite
liegt.

Aufgabe 1.3.4.2(8): Im Sehnenviereck ABCD ist E der Diagonalenschnittpunkt. Vom Punkt E werden
die Lote auf die Seiten des Sehnenvierecks gefillt. Die Fupunkte P, Q , R und S bestimmen ein einbe-
schriebenes Viereck. Beweise, dass das Viereck PQRS minimalen Umfang im Vergleich zu allen ande-
ren einbeschriebenen Vierecken hat. Hinweis: Spiegle Viereck ABCD nacheinander an drei aufeinander
folgenden Seiten.

Aufgabe 1.3.4.3(9): Eine 2km lange Stralle AB verlduft genau in West-Ost-Richtung. Von B verlauft
eine zweite Strafle nach Norden. Zwei Radfahrer Max und Emil starten gleichzeitig mit den Geschwin-
digkeiten 8 m/s bzw. 6 m/s. Max fahrt vom Punkt A nach Osten und Emil vom Punkt B nach Norden.
Bestimme die kiirzeste Entfernung der beiden Radfahrer und berechne den zugehorigen Zeitpunkt.

Aufgabe 1.3.4.4(9): Eine 2km lange Strale AB verlduft genau in West-Ost-Richtung. Von B verlauft
eine zweite Strafle nach Nord-West. Zwei Radfahrer Max und Emil starten gleichzeitig mit den gleichen
Geschwindigkeiten von 8 m/s. Max fahrt vom Punkt A nach Osten und Emil vom Punkt B nach Nord-
West. Bestimme die kiirzeste Entfernung der beiden Radfahrer und berechne den zugehdrigen Zeit-
punkt.

2. Untersuchungen um den FERMATpunkt

Ein ,,kiirzestes* Verbindungssystem von drei Punkten ohne Hilfspunkte besteht aus 2 Seiten des so gebilde-
ten Dreiecks.

Der franzosische Mathematiker PIERRE DE FERMAT (1601— 1665) stellte EVANGELISTE TORRICELLI (1608—1647)
folgendes Problem, das TORRICELLI auf verschiedene Arten 10ste.

Satz von FERMAT 2.1: Es gibt im Innern eines jeden Dreiecks, dessen Winkel alle kleiner als 120° sind, genau
einen Punkt F so, dass die Summe der Entfernungen von den drei Ecken des Dreiecks minimal ist.

Dieser Punkt F heiit FERMATpunkt. Fiir diesen Satz folgen nun fiinf vollig verschiedene Beweise aus drei Jahr-
hunderten, die auf bemerkenswerte Weise die Vielfalt mathematischer Losungsmethoden aufzeigen:

2.1 Fiinf Beweise fiir die Lage des FERMATpunktes

Beweis 1:

Man wiahlt fiir BP eine beliebige Linge und sucht Cc
auf dem Kreisbogen um B den Punkt P, fiir den

der Streckenzug AP + PC minimal wird. Dies ist

der Fall, wenn BP Winkelhalbierende des Winkels

APC ist. Hieraus folgt ZAPB = ZCPB.

Fiihrt man die gleiche Uberlegung fiir jede Ecke

durch, so folgt: Die Streckensumme wird genau

dann minimal, wenn gilt:

ZAPB = /BPC = Z/CPA = 120° A B
P ist also Schnittpunkt von 2 Peripheriewinkel-

kreisen zu 120° {iber 2 Dreiecksseiten. Da aber




diese Kreise eine Dreiecksecke gemeinsam haben,
gibt es genau einen weiteren Schnittpunkt, der nur
im Inneren des Dreiecks ABC liegt, falls alle seine
Winkel kleiner als 120° sind.

Beweis 2 nach J. E. HOFMANN:

Wihlt man im Dreieck ABC einen Punkt Q belie-
big im Innern, verbindet ihn mit den Ecken des
Dreiecks ABC und dreht das Dreieck AQB um B
um 60° im Gegenuhrzeigersinn, so sind die Dreie-
cke BQQ* und ABC* gleichseitig. Die Strecken-
ziige CQ + QB + QA und CQ +QQ* + Q*C*
haben gleiche Léinge, wobei der zweite unabhén-
gig von der Wahl von Q immer am gleichen, fes-
ten Punkt C* endet. Die Lénge dieses Streckenzu-
ges wird minimal, wenn Q und Q* auf CC* liegen.
Dann wird Q zum FERMATpunkt F. Dies lésst sich
leicht erreichen. Diese Figur — manchmal auch
FERMATfigur genannt — zeigt Folgendes:

BFF* ist gleichseitig, also ist Z/BFC* = 60° und
deshalb Z/BFC = 120° bzw. ZBF*C* = 120°. Da
die Dreiecke ABF und C*BF* drehsymmetrisch
liegen, ist also auch

ZAFB = 120°. €))
ABC* ist gleichseitig und deshalb

ZAC*B = 60°. )
Aus (1) und (2) folgt:

Das Viereck AFBC* ist ein Sehnenviereck. 3)
Damit hat man iiber den Umkreis des Dreiecks
ABC* einen weiteren Konstruktionsweg fiir F.

Es wird noch die Existenzfrage fiir F geklart:
Gibt es in jedem Dreieck einen Punkt F so, dass
FA, FB und FC jeweils 120°—Winkel einschlieflen?

Annahme: Im Dreieck ABC mit o> 120° gibt es
einen Punkt F, fir den ‘ﬁ‘+‘ﬁ3‘+‘ﬁ:‘ minimal
wird. Man dreht das Dreieck AFC um A gegen

den Uhrzeiger so, dass C' auf die Gerade AB fillt.
Der Drehwinkel FAF' ist nach Annahme kleiner

als 60°. Also gilt: ‘ﬁ‘ < ‘E‘ , ‘C_F‘ = ‘C'_F"

Damit erhilt man:
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‘ﬁ‘ +‘ﬁ3‘+‘ﬁ}‘ > ‘F_F" +‘ﬁ3‘ +‘F’_C" > ‘CTB‘ = ‘E‘ + ‘A_C‘ , letzteres nach Konstruktion. Das ist aber ein Wi-

derspruch zur Annahme, dass ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ_%‘ + ‘ﬁ‘ minimal ist.

Aufgabe 2.1.1(8): Finde die kleine Liicke
im folgenden Beweis und schliefe diese.

Beweis zur Existenz nach PETER SCHREIBER:
Gegeben ist ein Dreieck ABC mit y > 120°.
Annahme: Im Innern des Dreiecks ABC gibt es
einen Punkt P so, dass gilt

Pa] P8+ P < [Ac]+ B

Da ZAPB >120° ist, muss mindestens einer der

C
A B
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Winkel ZCPA oder ZBPC kleiner als 120° sein. Es sei dies etwa Z/BPC. Dann lésst sich fiir das Dreieck BPC ein
innerer Minimalpunkt F konstruieren so, dass

R + 75 + ) < o]+ 7.

Weiterhin gilt:

SNSNT

Die Addition der Ungleichungen ergibt: ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ}‘ < ‘ﬂ‘ + ‘ﬁ‘ + ‘%‘

Fiir jeden Punkt P # C im Innern des Dreiecks ABC gibt es also ein kiirzeres Verbindungssystem.

Fiir jeden Punkt auBerhalb des Dreiecks ABC gilt dies trivialerweise auch. Also wird C im Dreieck ABC mit
v > 120° FERMATpunkt.

Beweis 3:

Am 21. November 1816 diskutierte vor der konigli-
chen Akademie der Wissenschaften in Berlin der Ex-
traordinarius JOHANN PHILIPP GRUSON (1768-1857)
,Eine geometrische Aufgabe iiber Minima". Dieser
Beweis folgt nun gekiirzt mit den Originalbezeichnun-
gen und originaler Rechtschreibung von 1816/17.
Bezeichnungen : A(alA), B(b|B), C(c|C), D(xly), o, B,
vy sind die Entfernungen von A, B und C vom Punct D.
Dann gilt im rechtwinkligen Triangel:
Dx-ap+(y-Ap=o

2) (x-b)* + (y - B)? = p? A
-t (y-Cp=y

4HYu=a+pB+vy u soll nun ein Minimum wer-
den.

5)£=d—a+%+ﬂ=0 6£=d—a+@+ﬂ=0
dx dx dx dx dy dy dy dy

Differentiirt man die Gleichungen 1) bis 3) ebenfalls J E K F G
nach x und y und setzt in 5) und 6) ein, so folgt:
x—a+x—b+x—c ~0 und y—A+y—B+y—C _0

o p ¥ o p ¥
Die drei Glieder der ersten Gleichung sind die Sinus der Winkel, welche von dem gesuchten Punct D an die drei
gegebenen Puncte gezogenen geraden Linien mit der Ordinate y machen, und die drei Glieder der zweiten Glei-
chung sind die Cosinus eben dieser Winkel. Bezeichnet man diese Winkel mit o', ', ', so ist:
7) Sin o' + Sin B'=— Siny'
8) Cos a' + Cos B'=—Cos y'
Quadrieren und Addieren ergibt 1 + 2 Cos(a' —f') + 1 =1. Also ist Cos(a' — ") =— ¥, d. h.
o' — fB'=120° ebenso o' —y' =120°, B' —y' = 120°. GRUSON zeigt nun noch mittels zweiter Ableitung, dass ein
Minimum vorliegt.

Beweis 4 nach TORRICELLI:

TORRICELLI wahlt im Innern des Dreiecks ABC
den Punkt T so, dass TA, TB und TC bei T gleiche
Winkel bilden und zeichnet ein gleichseitiges
Dreieck PQR so, dass dessen Seiten auf den Stre-
cken TA, TB und TC senkrecht stehen. Fallt man
nun von einem von T verschiedenen Punkt S die
Lote auf die Seiten des Dreiecks PQR, so gilt nach
dem Satz von VIVIANI (siehe Aufgabe 2.2.5a):

‘ﬂ‘ + ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ = [sA¥|+[sB¥+[sCH

aber [5A 9 <[5A]. [589 <[58], [s <5

wobei das Gleichheitszeichen nur einmal stehen
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kann. Also gilt stets: ‘ﬂ‘ + ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ < ‘S_A‘ +‘S_B‘ + ‘@‘

Beweis 5:

Experimentelle Bestimmung des FERMATpunktes:
In den Punkten A, B und C sind Locher in eine
Tischplatte gebohrt. Drei Schniire sind in P ver-
knotet. Diese werden durch die drei Locher ge-
fihrt und mit gleich schweren Gewichten ge-
spannt. Die Gewichte nehmen immer die
tiefstmogliche Lage ein, damit die potentielle
Energie minimal wird. In dieser Lage ist die
Summe der Léngen der Schnurstiicke oberhalb der
Tischplatte am kleinsten. Gleichzeitig sind die drei
im Punkt P angreifenden, gleich groen Krifte im
Gleichgewicht. Dies ist nur mdglich, wenn die
Richtungen der drei Krifte jeweils einen Win-
kel von 120°

einschlieBen. Fiir die praktische Durchfiithrung empfiehlt es sich, die Punkte A, B und C an den Rand des Ti-
sches zu verlegen und die Schniire {iber bewegliche Rollen zu fithren zur Verringerung der Reibung.

2.2 Konstruktionen des FERMATpunktes

Konstruktion 1:

Man konstruiert iiber den Dreiecksseiten nach innen die Fasskreisbdgen fiir den Winkel 120°. Diese Fasskreisbo-
gen sind Teilbogen der Umkreise der nach auBlen iiber den Dreiecksseiten errichteten gleichseitigen Dreiecke.
Die Kreisbogen schneiden sich in einem Punkt, dem FERMATpunkt.

Konstruktion 2 (siche die nebenstehende Kon-
struktion):

Man konstruiert die gleichseitigen Dreiecke iiber
den Dreiecksseiten nach aulen und verbindet die
neuen Ecken A*, B* und C* mit den jeweiligen
Dreiecksecken A, B und C.

Z. B. nach Beweis 2 schneiden sich diese drei
Verbindungsstrecken im Punkt F und sie bilden
miteinander nur 60° - Winkel. Die drei Strecken
haben alle die gleiche Liange, die gleich der mini-

malen Lange des Streckennetzes ‘ﬁ‘+‘ﬁ3‘ +‘ﬁ‘

ist.

Aufgabe 2.2.1(9):

c*

a) Gegeben ist das rechtwinklige Dreieck ABC mit der Hypotenuse b. Berechne die Lange des
kiirzesten Streckennetzes, das die Ecken dieses Dreiecks verbindet, wenn

1) o= 60° 2) o= 45°

ist.

b) Wie lang ist das kiirzeste Streckennetz eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite c?
¢) Berechne fiir die drei Dreiecke aus a) und b), um wie viel Prozent das Streckennetz mit einem
FERMATpunkt kiirzer ist als das kiirzeste Verbindungssystem ohne Hilfspunkt.

Aufgabe 2.2.2(10): Gegeben ist ein Dreieck ABC, dessen Winkel alle kleiner oder gleich 120° sind.
Berechne trigonometrisch die Liange von AA*, BB* und CC¥*, also die Linge des kiirzesten Verbin-
dungssystems der Dreiecksecken und beweise die Aquivalenz der drei Formeln.

Aufgabe 2.2.3(9): Gegeben ist das gleichseitige Dreieck ABC mit seinem Umbkreis. Man wéhlt auf dem
kleineren Kreisbogen AB eine Punkt D beliebig. Man beweise, dass ‘C_D‘ = ‘E‘ + ‘ﬁ‘ ist.
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Aufgabe 2.2.4(8):

a) Der Satz von NAPOLEON: Uber den Seiten eines Dreiecks ABC werden nach auBen (oder
nach innen) die gleichseitigen Dreiecke ABC*, BCA* und CAB* errichtet. Man beweise, dass
die Mittelpunkte dieser Dreiecke ein gleichseitiges Dreieck bilden.

b) Verallgemeinerung des Satzes von NAPOLEON auf Vierecke:

Uber den Seiten eines Parallelogramms werden nach auBen Quadrate errichtet. Man beweise,
dass die Mittelpunkte der vier Quadrate wiederum ein Quadrat bilden.

Aufgabe 2.2.5(8): Bestimme alle Punkte im Innern eines Dreiecks ABC, fiir die die Summe der Langen
der drei Lote zu den Seiten minimal wird, wenn das Dreieck ABC
a) gleichseitig ist. b) gleichschenklig ist. ¢) beliebig ist.

Aufgabe 2.2.6(8): Einem Dreieck ABC ist ein gleichseitiges Dreieck PQR mit maximalem Flachen-
inhalt umzubeschreiben, wobei A auf QR, B auf RP und C auf PQ liegt.
Hinweis: Suche einen Zusammenhang mit der FERMATfigur.

Aufgabe 2.2.7(10): Uber den Seiten AC und BC eines Dreiecks ABC werden nach auBen die gleichseiti-
gen Dreiecke ACB; und BCA, gezeichnet. Der Umkreismittelpunkt U des Dreiecks BCA, der Mittel-
punkt M von AC und der Punkt B; bestimmen ein Dreieck. Beweise, dass dieses Dreieck UMB; die
Winkel 30°, 60° und 90° besitzt.

Aufgabe 2.2.8(8): Uber den Seiten des Dreiecks ABC (o < 120°, B < 120°, v < 120°) mit dem FERMAT-
punkt werden nach aullen die gleichseitigen Dreiecke ABC*, BCA* und CAB* errichtet.
a) Beweise, dass die Lange des kiirzesten Verbindungssystems der Punkte A*, B* und C* doppelt

so grof} ist wie ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ .
b) Gegeben sind die Punkte A*, B* und C* . Konstruiere das Dreieck ABC.

Aufgabe 2.2.9(9): Ein Haus A hat von einer geradlinig verlaufenden Landstra3e 12,00 km Abstand. Ein
zweites Haus B auf der gleichen Seite der Strafle hat von dieser 10,00 km Abstand. Die Entfernung der
FuBpunkte der Lote von diesen zwei Hausern auf die Strafle betrdgt 10,00 km. Ein Stralensystem mit
moglichst geringer Lange soll beide Hiuser mit der Landstralle verbinden. Von drei verschiedenen Stra-
Benbaufirmen werden véllig unterschiedliche angeblich kiirzeste Verbindungsnetze eingereicht. Uberle-
ge, wie diese Vorschlidge wohl ausgesehen haben, und bestimme die jeweiligen Langen des Stralennet-
zes.

Aufgabe 2.2.10(9): Ein Haus A hat von einer geradlinig verlaufenden Landstrale 12,00 km Abstand.
Ein zweites Haus B auf der gleichen Seite der Strale hat von dieser y < 12,00 km Abstand. Die Entfer-
nung der Fuflpunkte der Lote von diesen zwei Héausern auf die Strafle betrdgt x km. Ein Straensystem
mit moglichst geringer Lange soll beide Hauser mit der Landstrafe verbinden.
a) Kennzeichne in einem Koordinatensystem die Bereiche fiir die Lage des Hauses B, fiir die ge-
nau eine der drei Methoden von Aufgabe 2.2.9 das kiirzeste Stralensystem erzeugt.
b) Berechne jeweils die kiirzeste Lénge des StraBBensystems fiir
I)x=12kmund y= 8 km.
2)x= 4kmundy= 8 km.
3)x=10kmund y = 10 km.

Aufgabe 2.2.11(9): Die Abwasserkanile zweier Dorfer A und B sollen an ein groBles System angeschlos-
sen werden, das als Kreisring mit dem Radius 5 km einen nahe gelegenen See umgibt. In einem Koordi-
natensystem ist A(10]0), B(10/4), Kreismittelpunkt M(0|0) und Kreisradius 5.
a) Bestimme die Langen der drei mdglichen, "kiirzesten" Verbindungssysteme durch Konstruktion
und Berechnung.
b) Nun sei B(10|b) mit b > 0. Kennzeichne auf der Geraden x = 10 die Bereiche fiir die Lage des
Dorfes B, fiir die genau eine der drei Methoden das kiirzeste Rohrsystem erzeugt.
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2.3 Der Fermatpunkt im Viereck D

Beispiel 2.3.1:
Gesucht ist im konvexen Viereck ABCD ein Punkt

F so, dass ‘ﬁ‘ +‘§‘+‘ﬁ‘+‘ﬁ)‘ minimal wird. F

Die Lésung ist der Schnittpunkt F der Diagonalen.
Wahlt man einen anderen Punkt P, so gilt

(AP} +[CF[ > A+ [CF| und 3 b

[59] + 5| » [ + B

Ist das Viereck konkav, so liegt F auf der Ecke mit
dem iiberstumpfen Winkel (siche die 2. Abbil-
dung).

Aufgabe 2.3.1(7): Gegeben ist das Viereck
ABCD mit 3 > 180°. Beweise, dass fiir alle
Punkte S gilt:

o <555 -

Aufgabe 2.3.2(7):
a) Ein Dreieck ABC entartet zu einer Strecke, wobei die Punkte A, B und C in dieser Reihenfolge

auf der Strecke liegen. Wo liegt der Fermatpunkt F, wenn ‘EB‘ =4,0 cm und ‘ﬁ‘ =5,0 cm

gilt?
b) Ein Viereck ABCD entartet zu einer Strecke, wobei die Punkte A, B, C und D in dieser Rei-

henfolge auf einer Strecke liegen. Wo liegt der FERMATpunkt, wenn ‘E‘ =4,0 cm,

‘%‘ = 5,0 cmund ‘@‘ = 6,0 cm gilt?

Aufgabe 2.3.3(7):
7 3 2 n
A 4km B 3km C Skm D

Vier Dorfer A-heim, B-dorf,, C-berg und D-hausen sind durch eine Strale A — B — C — D verbunden
Hierbei ist AB = 4,0 km, BC = 3,0 km und CD = 5,0 km. Eine Gruppe von Jugendlichen und zwar sie-
ben aus A-heim, drei aus B-dorf, zwei aus C-berg und n aus D-hausen beschlieBt auf den Fahrrddern zu
einem Treffpunkt T auf der Verbindungsstralie zu fahren. An welcher Stelle der Verbindungsstrale muss
dieser Treffpunkt T liegen, damit die Summe der Wegstrecken von allen Jugendlichen ein Minimum
wird? Wie grof} ist diese Summe in Abhingigkeit von der Zahl n der Jugendlichen in D-hausen?

Aufgabe 2.3.4(7): In einem Briefwechsel zwi- c
schen GAUSS und SCHUMACHER aus dem Jahr

1836 stellt SCHUMACHER an GAUSS folgende

Frage [SCHREIBER]:

Im konvexen Viereck ABDE st der E
Diagonalenschnittpunkt S der Punkt, fiir den

‘S_A‘+‘S_B‘+‘S_D‘+‘S_E‘ minimal wird. Verschiebt S
man nun die Strecke ED parallel nach oben, so
fallen die Punkte S und C zusammen. Aber fiir A B
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das Dreieck ABC kann C niemals der FERMATpunkt mit minimaler Streckensumme sein. Erklare den
scheinbaren Widerspruch.

Aufgabe 2.3.5(8): Im konvexen Viereck ist zwar ‘ﬁ‘+‘ﬁ‘+‘ﬁ:‘+‘ﬁ‘ minimal, wenn F der

Schnittpunkt der Diagonalen ist; aber dies ist nicht das kiirzeste Verbindungssystem. Zeige, dass im
Viereck ABCD mit A(-12]0), B(13]0), C(4|12) und D(-3|12) gilt:

[AD}+ D+ [CB| < [FA] +[FB} +[Fq + [FD] = [Ac}+[B]

2.4 Der Fermatpunkt im Vieleck

Eine Konstruktion oder auch eine exakte rechnerische Bestimmung fiir beliebige Vielecke ist sicher an der Schu-
le nicht moglich. Dagegen ist der FERMATpunkt leicht zu ermitteln, wenn sich die Ecken zu Paaren zusammen-
fassen lassen, deren Verbindungsstrecken sich in einem Punkt schneiden, der dann der FERMATpunkt ist. Der
Beweis entspricht dem fiir das konvexe Viereck. Bei vorliegender Symmetrie konnen in Einzelfillen Gleichun-
gen fiir die Berechnung der Lage des FERMATpunkt aufgestellt werden.

Beispiel 2.4.1: E
ABCD ist ein Quadrat mit der Seitenldnge 2a, DCE ein
gleichschenkliges Dreieck. Der FERMATpunkt X muss

wegen der Symmetrie der Gesamtfigur auf der Achse 7]1cC
ME liegen. Setzt man x = ‘W‘ und a =10, so erhilt X
man das Minimum der Lange L(x) des Verbindungssys- ,: . )

— — — — — AN a
tems von ‘XA‘ + ‘XB‘ + ‘XC‘ + ‘XD‘ + ‘XE‘ , wenn

By .

L(x) =2(10° +(10+x)" +2y10* + (10— x)* +[ME| - x
minimal wird. A B

Dies ist der Fall fiir x = 6,2444 oder
allgemein fiir x = 0,62444 a.

2.5 FERMATpunkte im Dreidimensionalen

2.5.1 FERMATpunkt zu vier Punkten im Raum

Auch hier ist es nur moglich Bedingungen aufzustellen, die sich aus den Eigenschaften einer Ellipse durch Ver-
allgemeinerung des ersten Beweises fiir den FERMATpunkt herleiten lassen.

Verwendete Eigenschaften der Ellipsenpunkte:
Gegeben ist eine Ellipse mit der groBen Halbachse a und den Brennpunkten F; und F, . Fiir jeden Punkt P auf der
Ellipse gilt:

1. [PE|+[PF,| =2a
2. Das Lot auf die Tangente an die Ellipse durch P halbiert den Winkel F,PF,.

Bedingungen fiir die Lage des FERMATpunktes:
Das raumliche Viereck ABCD besitzt einen FERMATpunkt P, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Man betrachtet alle Punkte, die von zwei gegebenen Punkten A und B eine konstante Entfernungssum-
me 2a haben. Diese Punkte liegen in einer Ebene auf einer Ellipse mit den Brennpunkten A und B und
der groBlen Halbachse mit der Lange a. Im Raum liegen diese Punkte auf dem Ellipsoid, das durch Rota-
tion der obigen Ellipse um die Gerade AB von der Ellipse erzeugt wird.
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2. Gesucht wird nun auf dem Ellipsoid ein Punkt P so, dass die Summe ‘@‘ + ‘ﬁ‘ minimal wird. Durch

die Punkte C und D wird ein zweites Rotationsellipsoid erzeugt, das das erste in P von au3en beriihrt.
3. Die beiden Ellipsoide haben in P eine ge-
meinsame Tangentialebene und das Lot auf \/
diese Ebene durch den Punkt P halbiert die
Winkel APB und CPD. /P\
B C

4. Die Summe ‘E‘ + ‘ﬁ‘ + ‘@‘ + ‘ﬁ‘ wird minimal, wenn gilt: ZAPB = ZCPD

Beweis:
Man dreht die Ebene PDC um die gemeinsame Winkelhalbierende so, dass die Punkte A, B, C und D in einer
Ebene liegen. Verschiebt man nun P auf der Winkelhalbierenden in Richtung des kleineren Winkels, so verklei-

nern sich die Summen ‘E‘ + ‘ﬁ‘ und ‘&‘ + ‘@‘ (siehe Reflexionsgesetz).

Dies muss fiir alle Ausgangspaare gelten. Der
Punkt P wird dann zum FERMATpunkt F. Von den
sechs am Punkt F auftretenden Winkeln miissen
folglich je zwei kongruent sein mit einer gemein-
samer Winkelhalbierenden.

Beispiel 2.5.1:
Ggegeben ist eine gerade Pyramide mit einem
gleichseitigen Dreieck ABC als Grundfliche und

der Hohe h. Wiahlt man ‘m‘ =4 und ‘ﬁ‘ =X,

so wird die Summe ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ‘ + ‘ﬁ:‘ + ‘ﬁ‘

minimal, wenn f(x) = 34/16+ x? —x minimal wird. Dies tritt fiir x :\/5 ein. Fiir die Pyramidenhdhe muss gel-
ten: h 2\5 . Wenn die Pyramidenhohe kleiner als V2 ist, dann ist der Punkt D der FERMATpunkt.

Aufgabe 2.5.1.1(10): Uberpriife, dass bei der Pyramide des Beispiels gilt:
a) Z/AFB= ZCFD
b) Die Winkelhalbierende des Winkels ZAFB halbiert auch den Winkel ZCFD.

Aufgabe 2.5.1.2(11): Gegeben ist die Pyramide ABCD durch A(024 J10 |0), B(0]-24 J10 |0), C(15]0/0)
und D(12]0]14). Der FERMATpunkt muss in der xz - Ebene liegen, also F(x|0|z).
a) Bestitige durch Differentialrechnung (siehe auch den Beweis von GRUSON zum Fermatpunkt),
dass x=12 und z=4 sind.
b) Zeige auch, dass ZAFB = ZCFD und ZAFC = ZBFD und dass diese gleichen Winkelpaare
jeweils eine gemeinsame Winkelhalbierende besitzen.

2.5.2 FERMATpunkt zu mehr als vier Punkten im Raum

Auch hier ist der FERMATpunkt leicht zu ermitteln, wenn sich die Punkte zu Paaren zusammenfassen lassen,
deren Verbindungsstrecken sich in einem Punkt F schneiden, der dann der FERMATpunkt ist. Der Beweis ent-
spricht dem fiir das konvexe Viereck.

Bei besonderen Symmetrien ldsst sich die Lage des FERMATpunktes berechnen.

Aufgabe 2.5.2.1(11): Berechne die Lage des FERMATpunktes F fiir die fiinf Ecken der geraden Pyramide
ABCDS mit dem Rechteck ABCD (a = 8, b = 6) als Grundfliche und der Héhe h = MS. Berechne die
Lange L des Verbindungssystems.
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2.6 Eine Verallgemeinerung des FERMATpunktes

Gesucht ist ein Punkt P im Dreieck ABC so, dass p‘ﬁ‘ + q‘ﬁ" + r‘@‘ minimal wird.

Die Methode soll nur an einem Beispiel (p =5, q= 7, r = 8) veranschaulicht werden. Geht man vom fiinften Be-
weis flir den FERMATpunkt aus, so muss man die Gewichte im Verhéltnis 5 : 7 : 8 in den Punkten A, B und C

wihlen, da die Strecke AP das fiinffache Gewicht bekommen soll usw. Das Kréfteparallelogramm am Punkt P
legt nun die Winkel fest (siche die nédchste Seite):

Alle diese Winkel lassen sich mit einem Hilfsdreieck mit den Seiten Scm, 7cm und 8cm konstruieren. Der Punkt
P kann nun leicht mit Hilfe der Fasskreisbdgen konstruiert werden. Die Winkel am Punkt P sind die Aulenwin-
kel des Dreiecks PA'C* mit den Seiten Scm, 7cm und 8cm.

Die Pfeile deuten an, dass die Ecken des Dreiecks ABC, in dem der gesuchte Punkt P liegt, auf diesen Halbgera-
den liegen miissen.

Der Punkt P liegt genau dann im Dreieck ABC, e
wenn f < 120°,y <98,21°, o < 141,79°.

Ist y > 98,21°, so liegt der Punkt P auf der Drei-
ecksecke C.

1120° 14179 1 jeg21°
[, I F I SN |

Der FERMATpunkt ist ein Sonderfall dieser allge-
meinen Methode fiirp=q=r.

Ausfiihrung:
Gegeben ist das Dreieck ABC (a=4,b=15, ¢ = 6).
Konstruktionsbeschreibung:

a) Man konstruiert den Mittelpunkt M, des

zum Winkel 120° gehorenden Fasskreis-
bogens..

C*

b) Man verldngert AB iiber B hinaus und konstruiert ein Dreieck BGH nach unten mit dem Seitenverhiltnis
‘ﬁuﬁ“ﬁ‘ =7:5:8

Das Lot durch B zu GH schneidet die Mittelsenkreche von AB im Mittelpunkt M, des zu AB gehoren-
den Fasskreisbogens. Der Schnittpunkt der beiden Fasskreisbdgen ist der gesuchte Punkt P.

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
s
'
'
'
'
'
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Aufgabe 2.6.1(10).: Drei Dorfer A-heim, B-dorf und C-berg grenzen an ein groB3es Waldgebiet. Die Pfad-
findergruppen dieser Dorfer wollen sich an einem Punkt T im Wald treffen, wobei sie mit Hilfe des
Kompasses direkt auf den Treffpunkt zugehen. In A-heim sind zwolf, in B-dorf 16 und in C-berg 20
Pfadfinder. In einem Koordinatensystem ist A(0|0), B(5/|0), und C(0,75|6). Die Summe der von allen
Pfadfindern bis zum Treffpunkt zuriickgelegten Wege soll minimal werden. Konstruiere den Treffpunkt
T. Bestitige, dass T(1,8|2,4) und berechne das Minimum der Summe aller Wege.

3. Das kiirzeste Verbindungsnetz von vier Punkten

Unter einem STEINERnetz versteht man ein Ver-
bindungssystem von n Festpunkten mit minimaler
Lénge. Hierbei werden die Festpunkte entweder
direkt miteinander verbunden oder {iber geeignet
festgelegte Hilfspunkte. Diese heilen auch STEI-
NERpunkte.

Das Beispiel rechts zeigt ein Verbindungssystem
von fiinf Festpunkten mit zwei Hilfspunkten. Es ist
aber kein STEINERnetz, da es auf verschiedenste
Arten verkiirzt werden kann. Zunéchst kann eine
Strecke aus dem Fiinfeck DES;S,C einfach weg-
gelassen werden z. B. DC. Dann kann E auf kiirze-
re Weise mit D und S; mit Hilfe des
FERMATpunktes des Dreiecks DES; verbunden
werden usw.

3.1 Allgemeine Uberlegungen

Ein minimales Streckennetz, das mehr als drei Festpunkte unter Einfithrung von Hilfspunkten verbindet, bezeich-
net man als ein STEINERnetz; es muss folgende notwendige Bedingungen erfiillen:

1. An keinem Punkt diirfen mehr als drei Strecken enden.
Wenn drei Strecken an einem Punkt enden, dann miissen sie miteinander drei 120°~Winkel bilden.
Hilfspunkte mit dieser Eigenschaft heilen STEINERpunkte. An einem STEINERpunkt miissen immer ge-
nau drei Strecken enden.

3.  Wenn an einem Festpunkt genau zwei Strecken enden, miissen diese einen Winkel ¢ mit
120° < @ < 180° bilden.

4. Es darfkein Vieleck vorkommen oder mathematisch ausgedriickt: Das Netz muss ein Baum sein.

5. Die STEINERpunkte miissen immer in der konvexen Hiille der n Festpunkte liegen.

Der Beweis fiir diese Bedingungen ist einsichtig, da man sonst die Lénge des Verbindungssystems leicht entwe-
der durch Weglassen von Strecken oder durch Einbeziehung von FERMATpunkten verkiirzen kann.

Beispiele 3.1.1 und 3.1.2: Quadrat, Rechteck
Es gibt zwei STEINERnetze je nachdem, welche b —7C
Paare von Festpunkten mit einem STEINERpunkt T
verbunden werden. Die Endpunkte der Diagonalen :
verbunden mit Hilfspunkten ergeben immer ein : ; b
Verbindungssystem, das langer ist als die Summe
der Diagonalen.
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3.2 Beweis fur das Viereck

Satz 3.2.1:
Im Viereck ABCD werden die Punkte A und B mit dem STEINERpunkt S;, die Punkte C und D mit dem STEINER-
punkt S, verbunden. Die Existenz dieser Punkte ist vorausgesetzt.

Das kiirzeste Verbindungssystem der Punkte A, B, C und D ist ‘A_Sl‘ + ‘B_Sl‘ + |SISZ| + |CSZ| + |DSZ| .

Beweis:

Al

S; und S, seien STEINERpunkte.

Annahme: Es gibt ein kiirzeres Verbindungssystem mit den Hilfspunkten T, und T,.

E sei ein beliebiger Punkt auf der Strecke S;S,. Die Lote durch A, B und E zu AS,, BS, und ES; bestimmen das
gleichseitige Dreieck FGH. Die Lote durch C, D und E zu CS,, DS, und ES, bestimmen das gleichseitige Dreieck

PQR.

1.

Im Dreieck FGH moge der Punkt T, liegen, im Dreieck PQR der Punkt T».

Die FuBBpunkte der Lote von T; auf die Seiten des Dreiecks GFH sind A, , By und E;.

Es gilt, falls T, # S;:

‘A_Sl‘ + ‘B_Sl‘ + ‘E_Sl‘ < ‘A_Tl‘ + ‘B_Tl‘ + ‘E 1T1‘ (vergleiche den vierten Beweis fiir den FERMATpunkt)
Die FuBBpunkte der Lote von T, auf die Seiten des Dreiecks PQR sind C; , D; und E..

Es gilt, falls T, # S;:

|CSZ| + |DSZ| + |ESZ| < |CT2| + |DT2| + |E2T2| (vergleiche den vierten Beweis fiir den FERMATpunkt)

Hieraus folgt die Behauptung.
Falls T, nicht im Dreieck FGH liegt, ist die Behauptung trivialerweise erfiillt. Analoges gilt, wenn T,
nicht im Dreieck QPR ist.

Aufgabe 3.2.1(9): Berechne die Langen der beiden STEINERnetze eines Rechtecks in Abhéngigkeit von
den Seitenlédngen a und b mit a > b. In welchen Rechtecken gibt es nur ein STEINERnetz mit zwei STEI-
NERpunkten?

Aufgabe 3.2.2(9): Berechne die Linge des kiirzesten STEINERnetzes einer Raute mit Seite a und o = 60°.

Aufgabe 3.2.3(9): Begriinde, dass es bei einem STEINERnetz mit vier Festpunkten hdchstens zwei STEI-
NERpunkte geben kann.
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Bei mehr als drei Ausgangspunkten gibt es mehrere STEINERnetze. Jedes dieser Netze ist fiir die vorgegebene
Struktur des Graphen (oder die Topologie des Graphen) von minimaler Lange; aber nicht jedes besitzt die gleiche
minimale Lange. Eine Struktur bei n Festpunkten ist festgelegt durch die Anzahl der verwendeten STEINERpunkte
und durch eine Vorschrift, die genau bestimmt, welche Punkte mit welchen zu verbinden sind. Eine Entschei-
dung, welches der STEINERnetze die kiirzeste Linge besitzt, ist bei mehr als vier Festpunkten allgemein nicht
moglich.

3.3 Konstruktion von STEINERnetzen

Man gibt zunéchst die Struktur (oder die Topologie) des zu konstruierenden STEINERnetzes vor, d. h.: Man legt
fest, wie viele STEINERpunkte eingefiihrt werden und wie die einzelnen Festpunkte und STEINERpunkte zu ver-
binden sind. Unter diesen einschriankenden Voraussetzungen ldsst sich nun durch Konstruktion entscheiden, ob
ein derartiges STEINERnetz realisierbar ist. Im folgenden Beispiel soll ein STEINERnetz die vier Punkte A, B, C
und D verbinden. Man gibt vor, dass die Punkte A und B mit einem STEINERpunkt S; zu verbinden sind , die
Punkte C und D mit einem STEINERpunkt S,. Ferner miissen noch die beiden STEINERpunkte S; und S, verbunden
werden.

Man konstruiert iiber den Strecken AB und CD die
gleichseitigen Dreiecke nach auBlen und deren
Umkreise. Die Verbindungsstrecke der erhaltenen
Punkte C* und E* schneidet die Umkreise in den
Punkten S; und S,, womit die 120°-Winkel bei S,
und S, gewihrleistet sind.

C* ist nun ein Hilfspunkt flir die Konstruktion, der
die Punkte A und B ersetzt. Die Konstruktion ist
damit reduziert auf ein STEINERsystem zu den drei
Punkten C*, C und D. Fiir die Lédnge des Verbin-
dungssystems gilt nach dem Satz von FERMAT
(vgl. Aufgabe 2.2.2):

e

= ‘A_Sl‘ +‘B_Sl‘ +[S:S;] +[cs;| +[Ds]|

Schneidet die Strecke C*E* den kleineren Umkreisbogen von A nach B oder den kleineren Bogen von C nach D
nicht, so existiert kein STEINERnetz dieser Art. Eine vollstindige Diskussion der kiirzesten Verbindungssysteme
fiir alle Vierecke wiirde den Rahmen dieser kleinen Abhandlung iibersteigen. Im Punkt 3.4 finden Sie einige
Beispiele fiir Minimalnetze zwischen vier Punkten.

Satz 3.3.1: Gegeben ist ein Viereck mit orthogonalen Diagonalen, fiir das zwei STEINERsysteme mit je zwei
STEINERpunkten existieren. Beide Systeme haben dann die gleiche Léange.

Voriiberlegung:
Gegeben sind die Punkte A(2al0) und B(0|2b).
Wenn Dreieck ABC gleichseitig ist, dann ist y-Achse G

Cla+by31b+av3).

Beweis der Voriiberlegung:
Der Mittelpunkt von AB ist M (ajb), C(cilc,),

G(alcy). B
Die Dreiecke OAB und GMC sind dhnlich mit
dem Ahnlichkeitsfaktor f= 1+/3 ; also gilt M

>
)
7
o

‘@‘ :b\/g und ‘W‘ :ax/g.
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Beweis von Satz 3.3.1:
O sei der Ursprung.
Aus A(2al0), B(0]2b), C(-2¢|0) und D(0}-2d) folgt:

Pa+bv3b+av3), Q-c—by3b+c3)
R(-c—dv3-d-c3),S@a+dy3-d—a+3)

o - -

:(a+b\/§ +c+dﬁ)2+(aﬁ +b+c\/§ +d)?

Sonderfille:
Ist das Viereck ABCD ein Quadrat (a=b =c =d),
so folgt: PQRS ist auch ein Quadrat und

—2

‘SQ‘ =222(2 +24/3 2 =16222+ 3 ).

Ist das Viereck ABCD eine Raute, so ist das Viereck PQRS ein Rechteck, dessen Seiten zu den Koordinatenach-
sen parallel sind.

Beweis der letzten Behauptung: Es sei a = c und b = d, dann gilt: Setzt manu=a+b ﬁ ,v=b+ a\/g
so folgt S(u|v), T (-u|v),U(-u|-v), V(u]|-v).

Aus dem bewiesenen Satz ergibt sich die Folgerung:

Korollar 3.3.2: Gegeben ist ein Viereck ABCD mit dem Diagonalenschnittpunkt E fiir das zwei STEINERnetze
existieren. Wenn ZAEB < 90° ist, dann hat das STEINERsystem, in dem A und B sowie C und D mit je einem
STEINERpunkt verbunden werden, die kiirzere Lange.

Aufgabe 3.3.1(9): Gegeben ist ein konvexes Viereck ABCD mit gleich langen, orthogonalen Diagona-
len. Uber den Seiten des Vierecks werden nach auBen gleichseitige Dreiecke errichtet mit den Spitzen P,
Q,RundS.
a) Beweise, dass die Diagonalen des Vierecks PQRS aufeinander senkrecht stehen und berech-
ne die Schnittpunktskoordinaten.
b) Welches besondere Viereck PQRS entsteht, wenn Viereck ABCD ein gleichschenkliges Trapez
mit den parallelen Seiten AB und CD ist?
¢) Welches besondere Viereck PQRS entsteht, wenn Viereck ABCD ein Drachenviereck mit der
Symmetrieachse BD ist?

3.4 Beispiele von Minimalnetzen im Viereck

Fiir die Beweise der folgenden Beispiele sei auf
die Dissertationen von KARL BOPP und EDUARD
HOFMANN verwiesen.

Wenn in einem Viereck zwei STEINERsysteme mit
zwei STEINERpunkten existieren, dann sucht man
den kleineren Diagonalenwinkel. In nebenstehen-
dem Beispiel ist dies ZDEA. Das STEINERsystem,
in dem A und D mit einem STEINERpunkt verbun-
den sind, hat die minimale Lange. Vergleichen Sie
dies mit dem Satz 3.3.1 iiber Vierecke mit ortho-
gonalen Diagonalen.
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Wenn in einem Viereck nur ein STEINERsystem mit zwei Punkten existiert, so ist dieses das minimale Verbin-
dungssystem.

Bei einem STEINERnetz mit nur einem STEINERpunkt konstruiert man den FERMATpunkt F eines Teildreiecks und
verbindet die fehlende Ecke mit dem nichstgelegenem Eckpunkt des Teildreiecks.

Es folgen nun kiirzeste Verbindungssysteme der Punkte A, B, C und D, fiir die kein STEINERnetz mit zwei Stei-
nerpunkten existiert.

8>120° und y > 120°
Konkaves Viereck ABCD,

D C ADB < CDA und C
ADB < BDC
A A D
B S

§ <120°undy > 120° B

D C CAD > 120°
< ACB > 120°
D C
A
B A

Aufgabe 3.4.1(9): Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Punkte A(-2a|0), B(2b|0),
C(0]2c) mit a, b, ¢ >0 und O als Ursprung.
a) Man beweise, dass es kein STEINERsystem mit zwei STEINERpunkten im entarteten
Viereck AOBC gibt.
b) Es gibt zwei Minimalsysteme und zwar eines mit dem FERMATpunkt im Dreieck AOC
und ein zweites mit dem FERMATpunkt im Dreieck OBC. Man berechne fiir a = — 3,
¢ =2,5und b =2 die Liange eines jeden Systems.
c¢) Beweise, dass fiir b > a das System mit dem FERMATpunkt im Dreieck OBC das kiir-
zere Minimalsystem ist.

Aufgabe 3.4.2(9): Gegeben ist ein gleichschenkliges Trapez ABCD mit den Seitenlédngen
‘AB‘ = ‘AC‘ = ‘AD‘ =aund o = ZBAD > 90°. Folgende drei "kiirzeste" Verbindungssysteme der vier

Trapezecken werden hinsichtlich ihrer Lénge in Abhéngigkeit von a verglichen:
a) Ohne Hilfspunkte,
b) mit dem Diagonalenschnittpunkt F einem FERMATpunkt im Viereck,
¢) mit zwei STEINERpunkten S1 und S2 , die mit den Ecken A und B bzw. C und D ver-
bunden sind.

4. Kiirzeste Verbindungssysteme von mehr als vier Punkten

Man verfolgt hier die gleiche Strategie wie bei einem STEINERnetz fiir vier Punkte, indem man zunichst die
Struktur festlegt. Die Anzahl der mdglichen Strukturen steigt sehr schnell mit der Anzahl der Punkte. Es ist aber
in den meisten Féllen nicht mdglich im Voraus zu entscheiden, welches der vielen STEINERnetze die absolut
minimale Lange aufweist. Im Folgenden wird daher nur an einigen Beispielen die Konstruktion von STEINERnet-
zen entwickelt.
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Die maximale Ersparnis bei der Wegldnge bei der Verwendung von STEINERnetzen betrdgt 13,4%. Diese ist
gleich der maximalen Ersparnis durch Einfiihrung eines FERMATpunktes im gleichseitigen Dreieck.

Aufgabe 4.1(7): Gegeben sind n Festpunkte. Wie viele STEINERpunkte kann ein STEINERnetz, das diese n
Festpunkte verbindet, hochstens haben?

4.1 STEINERnetze bei fiinf Punkten

Bei STEINERnetzen mit fiinf Festpunkten gibt es
maximal drei STEINERpunkte( Beweis siehe Aufga- D

be 4.1.1). Hierbei gibt es nur eine Struktur: Zwei

Festpunkte werden mit einem STEINERpunkt ver- S3
bunden (z. B. A und E mit S,), zwei weitere mit S1

einem anderen STEINERpunkt ( z. B. D und C mit

S;) und das Netz entsprechend erginzt. Da man S2

aber aus den fiinf Festpunkten zunéichst einen und
dann die beiden Paare beliebig auswihlen kann,
muss man also bei allgemeiner Lage der fiinf Fest-
punkte bereits 15 Moglichkeiten fiir diese Struktur untersuchen. Wenn alle fiinf Festpunkte nicht untereinander
sondern nur mit STEINERpunkten verbunden werden, dann gibt es an den STEINERpunkten nur drei verschiedene
Richtungen.

A B

Beispiel 4.1.1:
Das STEINERnetz fiir ein regelméBiges Fiinfeck wird konstruiert:

Erster Schritt: Man ersetzt die Punkte A und E durch den Hilfspunkt H; und die Punkte C und D durch den
Hilfspunkt H,. Zu konstruieren ist jetzt nur noch der FERMATpunkt F im Dreieck H;BH,. Diese Konstruktion
wurde weggelassen.

Zweiter Schritt: Der FERMATpunkt F wird der STEINERpunkt S,. Die Strecken S,H;, S,B und S;H, geben die
Richtungen der Verbindungsstrecken zu den STEINERpunkten an. Der Schnittpunkt der Strecke S,H; mit dem
kleineren Umkreisbogen zwischen A und E wird mit A und E verbunden. Analoges gilt fiir die Punkte C und D.

Aufgabe 4.1.1(9): Gegeben ist ein Quadrat ABCD mit der Seite a und ein aufgesetztes gleichseitiges
Dreieck DCE. Es werden sechs verschiedene Verbindungssysteme der fiinf Punkte gezeichnet. Bestim-
me jeweils, nach welchem Prinzip die Hilfs- bzw. STEINERpunkte konstruiert worden sind und berechne
fiir alle Beispiele der nichsten Seite die Lénge des jeweiligen Verbindungssystems.
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4.2 STEINERnetze bei sechs Punkten

E
D C
S1 s2
A Figur3 B
E

D H C
’%‘1\

A Figur6 B

Aufgabe 4.2.1(9): Fiir die Eckpunkte eines regelméiBigen Sechsecks mit der Seite a sind zwei STEINER-
netze und ein Netz ohne Hilfspunkte gezeichnet. Berechne jeweils die Linge des Netzes. Die Netze 1
und 2 veranschaulichen die beiden moglichen Netzstrukturen mit vier STEINERpunkten fiir sechs Fest-

punkte.

Netz 1 Netz 2

Netz 3

Aufgabe 4.2.2(9): Gesucht ist das kiirzeste Verbindungssystem von sieben Punkten und zwar den sechs
Punkten eines regelmiBigen Sechsecks mit der Seite a und dem Umkreismittelpunkt des Sechsecks.
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4.3 STEINERnetze im Raum

4.3.1 Vier Punkte im Raum

Beispiel 4.3.1.1: Gegeben sind im Raum die Punk-
te A, B, C und D, die nicht in einer Ebene liegen.
Gesucht ist das kiirzeste Verbindungssystem mit
zwei STEINERpunkten.

Zur Lésung: Man errichtet iiber den Punkten A
und B ein gleichseitiges Dreieck ABP, das um AB
drehbar ist. Eine notwendige Bedingung ist wei-
terhin, dass die Ebenen ABP die Strecke CD in
einem Punkt X so schneiden, dass die Halbgerade
PX auch die Strecke AB schneidet. Ebenso errich-
tet man tiber CD ein um CD drehbares gleichseiti-
ges Dreieck CDQ. Man dreht nun die Ebene CDQ
so, dass die Halbgerade PX in ihr liegt. Dreht man
nun die Ebene ABP um AB, so wandert der Punkt
X auf der Strecke CD. Wenn nun die Halbgerade

Q
D2 DIl

PX durch Q geht, so sind die Schnittpunkte der
Umkreise der Dreiecke ABP und CDQ mit der
Halbgeraden PX die STEINERpunkte. Dies ist das
kiirzeste Verbindungssystem der Punkte A, B, C A

B Al

\P/

und D im Raum bei dieser vorgegebenen Struktur
mit der Lange b = PQ. Da es drei mdgliche Struk-
turen mit zwei STEINERpunkten geben kann, muss
man priifen, welches Verbindungsnetz das absolut
kiirzeste ist.

Aufgabe 4.3.1(9): Zeichne obiges Netz mit AB = 6,0 cm auf festen Karton, schneide es aus und falte ein
reguldres Tetraecder ABCD, wobei nur die Strecken A,D, und AD, fest zusammengeklebt werden. Die
Dreiecke ABP und CDQ hingen heraus. Schiebe nun eine Stricknadel so durch die Schlitze bei AB und

CD, dass diese auf der Strecke PQ liegt. Konstruiere die Lange L = ‘ﬁ‘ des kiirzesten Verbindungs-

systems der vier Eckpunkte dieses reguldren Tetraeders mit der Kanteldnge a und berechne die Lange L.

Beispiel 4.3.2: Kiirzestes STEINERsystem eines Q
Wiirfels.

Uber den Strecken AD, EH, FG und BC werden .
die gleichseitigen Dreiecke ADP, EHQ, FGR und J G
BCS errichtet. Die Spitzen P, Q , R und S liegen in E / .
einer Symmetrieebene des Wiirfels; sie bilden ein
Rechteck. Das STEINERsystem dieses Rechtecks ist
die Ausgangsfigur fiir das STEINERnetz des Wiir-
fels, das sechs STEINERpunkte enthilt.

Aufgabe 4.3.2(9):Berechne die Linge des
kiirzesten Verbindungssystems der acht
Eckpunkte eines Wiirfels mit der Kante
3,0 cm. Konstruiere auch das Rechteck
PQRS.




Aufgabe 4.3.3(9):

Zeichne in ein Schriagbild eines Oktaeders das kiirzeste STEINERnetz mit vier STEINERpunkten. Gehe
dabei aus von der Struktur des Netzes 1 der Aufgabe 4.2.1 und beweise, dass der Mittelpunkt M des
Oktaeders ein STEINERpunkt wird. Berechne die Lange des kiirzesten STEINERnetzes.

4.4 STEINERnetze der Hauptstddte der Regierungsbezirke von Bayern

4.4.1 Entfernungstabelle der Hauptstiddte der Regierungsbezirke

Lage der Hauptstddte im Gradnetz:

oOstliche Lange | nordliche Breite
Wiirzburg | 9° 55 49° 49'
Bayreuth 11° 32 49° 57'
Ansbach 10° 34' 49° 18"
Regensburg | 12° 05' 49° 02'
Augsburg 10° 51" 48°22'
Miinchen 11° 32 48° 09'
Landshut 12° 12 48° 32

Wi |Ba |An [Re [Au [Mi
Ba 117
An |74 100
Re 179 1109 [114
Au [174 [183 |106 |117
Mii (219 [200 [146 |106 |56
La |218 [164 [147 |56 101 |65

4.4.2 Voriiberlegungen

Berechnung der Entfernung der Orte A(A;, ¢;) und
B()\‘Za(\[)z):
COS € = sin @ sin ¢, + cos @ cos P, cos (A, — Aq)

Hierbei gilt: 1°~ 111,1 km

Hieraus folgt die nebenstehende Entfernungstabelle.

Bayreuth — Miinchen ist die Nord-Siid-Richtung. Es werden nun sechs Verbindungssysteme untersucht:

1. Das kiirzeste System ohne Hilfspunkte
ist:
R—L—M—Au—An—W und An—B
Lange: 457 km

2. Dreieck Wii—An—B mit FERMATpunkt
ergibt die Lange 165 km.
Dreieck An—Au—R mit FERMATpunkt
hat die Lange 194 km.
Au—M und R—L haben zusammen die
Léange 112 km.
Gesamtldnge : 471km

3. Zwei Vierecke WBRAn und RLMAu mit
STEINERsystemen.
Viereck WBRAn: Das kiirzeste System
verbindet W und An mit einem STEINER-
punkt und B und R mit dem zweiten.
Lange (WBRAnN) = 258 km.
Viereck RLMAu:
Da /ZRLM =~ 122°> 120° ist, ist das
kiirzeste System mit dem FERMATpunkt

B

Au
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im Dreieck LMAu und der Strecke LR. Linge (RLMAu) = 177 km also L; =435 km.

4. Ein Dreieck WBAn ( L =165 km ) und ein Fiinfeck, wobei An— Au—M — L — R verbunden sind (283
km). Insgesamt ergeben sich also 448 km.

5. Das Dreieck BAnR hat die kiirzeste Lange 186 km. Nimmt man hinzu die direkten Verbindungen 74
km + 112 km + 65 km, so erhélt man 437 km.

6. Dreieck WBAn + Fiinfeck , wobei ein STEINERpunkt nur mit L verbunden ist. Man erhélt

165 km + 290 km = 455 km.
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