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Eric Muller

Vollstandige Induktion

Nach GlusepPE PEANO (1858 - 1932) kann man die Menge N der natirlichen Zahlen durch
folgende Axiome definieren [1]:

1ist eine natlrliche Zahl.

Zu jeder naturrlichen Zahl n gibt es genau eine weitere, ihren Nachfolger n' = n+1.
Stetsistn't 1.

Ausn'=m' folgtn=m.

Ist M eine Menge naturlicher Zahlen mit den Eigenschaften:

a) 1gehort zu M,

b) wennnzuM gehdrt, so gehdrt auch n+1 zu M,

dann umfasst M alle natirlichen Zahlen.
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Auf dem funften Axiom beruht das Verfahren der vollstandigen Induktion, mit der man Aus-
sagen und Formeln fur alle natiirlichen Zahlen beweisen kann. Es eignet sich besonders fir
solche Aussagen, die man leichter flr eine gegebene natirliche Zahl beweisen kann, wenn
man bereits die Gultigkeit fur kleinere Zahlen, insbesondere die néchstkleinere Zahl, voraus-
setzen kann. Insbesondere eignet sich die vollstandige Induktion zum Beweis von Eigenschaf-
ten rekursiv definierter Folgen.

Das Grundprinzip sieht folgendermal3en aus:

1. Man beweist die Aussage/Formel fur die Zahl 1 (Induktionsanfang oder Verankerung).

2. Man nimmt an, die Aussage/Formel gelte bereits fur eine nattirliche Zahl n (Induktions-
annahme).

3. Manfolgert die Gultigkeit fur die ndchste natirliche Zahl n+1 (Induktionsschritt).

Die Erfullungsmenge der Aussage/Formel gentigt dann sémtlichen Bedingungen des finften
Axioms von PEANO, ist also bereits N, so dass die Aussage/Formel fir alle natirlichen Zahlen

gilt.

Anschaulich kann man sich eine Folge dicht hintereinander senkrecht stehender Dominosteine
vorstellen; stof3t man den ersten Stein an, wirft er den nachsten mit um, dieser wieder den
nachsten, so dass schliefdlich alle Steine umgefalen sind. Dem Induktionsanfang entspricht
das Anstol3en des ersten Steines, und fur den , Induktionsschritt ist es notwendig, dass die
Steine so dicht hintereinander stehen, dass ein Stein im Fallen den nachsten umwerfen kann.

Aufgabe:
Zeige, dass fur alle natirlichen Zahlen n folgende Formel gilt:
12+ 2%+ ...+n* = /6 n(n+ 1)(2n + 1)

Losung:
Beweis mit vollstandiger Induktion nach n:
Induktionsanfang: Fir n=1 hat die linke Seite den Wert 1, dierechteist gleich
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Induktionsannahme: Die Formal gelte fir n = k.
Induktionsschritt: Gultigkeit der Formel fur k+1:

PP+2%+ L+ K+ (k+1)?% =
2
k(k +1)6(2k +1) F(k+1)? = k(k +1)(2k +61) +6(k +12)
_(k +1)(k(2k +1) +6(k +1)) _(k +1)(2k?* + Kk + 6K + 6) _ (k+)(k+2)(2k +3)
6 6 6
Die Formel gilt also auch fur k+1.

Aufgabe:
Die Folge {a.} sei definiert durch & = 2, a1 = 3a, — 2 fur alle naturlichen n. Zeige,
dassfir alengilt: & = 3" + 1.

LOsung:
Beweis mit vollstandiger Induktion nach n:
Induktionsanfang: Firn=1gilta, =2=3+1
Induktionsannahme: Die Formel gelte fir n=k.
Induktionsschritt: Dann gilt: a1 = 3a—2=3(3*+1)—2=3+1=3D14+1

Der Induktionsanfang muss aber nicht unbedingt an der Stelle 1 erfolgen. Kann man den In-
duktionsanfang fur eine nattrliche (oder ganze) Zahl ko zeigen und den Induktionsschritt von
n auf n+1 fur alle n 3 ko durchfiihren, so gilt die Aussage/Formel fir alle nattrlichen (oder
ganzen) Zahlen grof3er oder gleich ko.

Aufgabe:
Fiir welche natirrlichen n gilt 2" > n??

LOsung:
Untersuchung mit vollstandiger Induktion;
- der Induktionsanfang ist offenbar moglich fir n = 1.
Induktionsannahme: Die Ungleichung gelte fur n = k.
Zum Induktionsschritt:
Dann ist 21 3 2.2 > 2k2 Ware letzteres groRer oder gleich (k + 1), wiirde der Indukti-
onsschritt funktionieren. Esist
2k?3 (k+D? U 2k?3 k?+2k+10 k?- 2k+13 20 (k- 12?3 2.
Diesist also erst moglich fur k > 3. Somit passt obiger Induktionsanfang nicht zum Indukti-
onsschritt, man muss also neu verankern. Fir die Werte 2, 3 und 4 gilt die Ungleichung nicht,
aber fir n=5ist 2° = 32 > 25 = 5% dies passt zum Induktionsschritt, der fir n3 5 moglich ist.
Die Ungleichung stimmt also furn=1und n3 5.

Kann man eine Aussage/Formel fir die Zahl ko zeigen und folgt aus der Gultigkeit fur eine
Zahl n die fur die Zahl n+2, so gilt die Aussage/Formel fir alle geraden bzw. ungeraden Zah-
len der Form ko + 21 mit 1 T No (Hierbei steht No fir N E {0}). Man kann diesen Fall natiir-
lich auch durch eine Parametertransformation in den Ausgangsfall Uberfihren.
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Aufgabe:
Fur alegeraden ni N ist n(n+2) ein Vielfaches von 8.

LOsung:

Beweis mit vollstéandiger Induktion:

- Induktionsanfang fur n=2: 2(2+2)=8.
Induktionsannahme: Fir gerades n=k sei n(n+2) Vielfachesvon 8.
Induktionsschritt: Die Aussage gilt fur k+2. Esist
(k+2)(k+4)=k*+ 6k + 8=Kk(k + 2) + 4k + 8 = k(k + 2) + 4(k + 2).
Dak geradeidt, ist auch k+2 gerade, also 4(k+2) durch 8 teilbar.
Da k(k+2) nach Induktionsvoraussetzung durch 8 teilbar it, ist es auch die Summe
(k+2)(k+4).

Es ist auch erlaubt, dass man zum Bewels der Induktionsbehauptung zwei (oder auch mehre-
re) vorangegangene Werte benutzt, zum Beispiel also die Aussage/Formel fir n+1 mit Hilfe
der Gultigkeit der Aussage fur n und n-1 beweist. Dazu muss man aber auch den Induktions-
anfang fUr eine entsprechende Anzahl aufeinanderfolgender Zahlen durchfihren. In das
Grundschema l&sst sich dieser Fall dadurch bringen, dass man al's neue von n abhangige Aus-
sage setzt: ,, Die urspriingliche Aussage gilt fur die Werte n und n+1“. Die neue Induktions-
voraussetzung lautet dann, dass die urspriingliche Aussage fur die Werte k und k+1 gilt, und
Zu zeigen ist die neue Induktionsbehauptung, dass die urspriingliche Aussage/Formel fur die
Werte k+1 und k+2 gilt. Die Gultigkeit fur den Wert k+1 ist aber aus der Induktionsvoraus-
setzung bereits klar. Analog lauft dies ab, wenn man mehr as zwei vorangegangene Werte
bendtigt.

Aufgabe:
Die Folge{a.} sei definiert durch & =2, & =5 und a1 = 58, — 6an.1 fiir nl N.
Zeige: Fur dlenl Nggilta,=2"+3".

Losung:

Beweis mit vollstéandiger Induktion nach n:
Induktionsanfang fir n=0und n=1: ap=2=2"+3% @, =5=2'+ 3.
Induktionsannahme: Die Formel gelte fir n=k und n=k+1, wobel kT No.
I nduktionsschritt: Die Formel ist richtig fur k+2;
Ao = 5&<+1 _ 6&( — 5(2k+1 + 3k+1) _ 6(2 + 3k) — 2k+2 + 3k+2

Aufgabe:
Es sei x eine von 0O verschiedene reelle Zahl, fir die x+1/x ganzzahlig ist. Zeige, dass
dann auch x" + 1/x" fur alenl Ng ganzzahlig ist.

LOsung:

Beweis mit vollstandiger Induktion nach n:
Induktionsanfang fir n=1 ist klar und fiir n=0 méglichwegen x° + 1/x°=1+1=2.
I nduktionsannahme: Die Aussage gelte furr n=k und n=k-1 mit kI N.
Induktionsschritt: Dann ist
X X = (K XY (x + 1x) — (K + 1KY,
Daauf der rechten Seite ganze Zahlen stehen, ist auch die linke Seite ganzzahlig.
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Esist auch mdglich, die Aussage/Formel fir eine Zahl ko zu beweisen und fir die Induktions-
behauptung fur m+1 die Gultigkeit der Aussage/Formel fir alle Zahlen von kg bis einschlief3-
lich m vorauszusetzen (denn daftir hat man die Gultigkeit ja bereits gezeigt).

Auf den Standardfall kann man dies dadurch zurtickfihren, dass man als neue von n abhangi-
ge Aussage setzt, dass die urspriingliche Aussage fur alle Zahlen von ko biseinschliefdich
ko+n- 1gilt.

Aufgabe:
Jedes (nicht notwendig konvexe) Vieleck 18sst sich in Dreiecke zerlegen.

LOsung:

Beweis mit vollsténdiger Induktion nach der Eckenzahl n des Vielecks.
Induktionsanfang: Fur n=3 ist die Aussage offenbar erfillt.
Induktionsannahme: Die Aussage gelte fir alle Vielecke mit n £ k Ecken.
Induktionsschritt: Gegeben sai ein (k+1)-Eck. Gelingt es, zwei nicht an derselben Kante
liegende Ecken durch eine ganz im Vieleck liegende Strecke miteinander zu verbinden,
wird das (k+1)-Eck in zwei Vielecke mit je hochstens k Ecken aufgeteilt, die sich nach
Induktionsvoraussetzung in Dreiecke zerlegen lassen, somit auch das Ausgangsvieleck.
Zu zeigen ist aso nur noch die Existenz einer derartigen Sehne. Ist das (k+1)-Eck konvex,
liegt die Verbindungsstrecke zweier Ecken nach Definition immer im Vieleck. Ist das
(k+1)-Eck nicht konvex, gibt es mindestens eine Ecke E mit einem Uberstumpfen Innen-
winkel. Ein von E ausgehender Strahl in das Feld dieses Innenwinkels schneidet den Rand
des Vielecks erstmals wieder in einer Kante oder Ecke. Im letzteren Fall ist man fertig; im
ersteren Fall kann man den Strahl in mindestens einer Richtung soweit im Winkelfeld
drehen, dass eine Ecke erreicht wird (entweder eine Begrenzungsecke dieser Kante oder
eine andere hineinragende Ecke), well jede Kante nur unter einem héchstens stumpfen
Winkel von einem nicht von einem nicht auf ihr liegenden Punkt zu sehen ist.

Polynome

1. Bezeichnungen

Es seien n elne nicht negative ganze Zahl, &, &, &, ..., & Zahlen aus Z, Q oder R und X eine
Variable. Dann heif3t ein Ausdruck

P(X) = aX" + a1 X" + .+ agX + &

oder kurz P Polynom, die Zahlen &, &, ..., & heil3en K oeffizienten, &, heifdt L eitkoeffizient,
& heildt konstanter Term. Ist & = 1, so helil3t das Polynom normiert. Gilt &, 0, soist n der
Grad des Polynoms und wird mit deg P bezeichnet.

AulRerdem habe das Nullpolynom P(X) © 0 Grad Null. Die Polynome vom Grad O heif3en
konstant, solche vom Grad 1 linear, vom Grad 2 quadr atisch, vom Grad 3 kubisch.

Kein Polynom sind Ausdriicke wie 2+1/X oder unendliche Reihen wie 1 + X + X%+ X3 + ...

Eine wichtige Eigenschaft von Polynomen ist (ohne Bewels):
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Satz:
Zwel Polynome sind genau dann gleich, wenn sie gleichen Grad und gleiche Koeffi-
Zienten haben.

2. Operationen mit Polynomen
Man kann Polynome addieren, subtrahieren und multiplizieren:
(VBx +2)+(5x? +4)=5x> +/8X +6, (X+2)(X-1)=X?+X- 2
Daneben gibt es noch eine Polynomdivision, die wie die Division ganzer Zahlen nicht immer
ohne Rest ablauft, genauer gesagt, sind P und Q Polynome, wobei Q(X) * 0, gibt es Polynome
Sund R mit

P(X) = S(X)Q(X) + R(X),

wobe R das Nullpolynom ist oder einen Grad kleiner als deg Q hat. Zur praktischen Ausfuh-
rung der Polynomdivision:

XX+ 2(XP+ X +1) = XP=- X+ 1+ ———— 1
XZ+X +1
X4+ X3+ X2
X3
X3_X?-X
X2+ X +2
X2+ X +1

1

3. Nullstellen von Polynomen

Setzt man in P(X) fur die Variable X eine Zahl z ein, erh&lt man den Wert P(z) des Polynoms
an der Stelle z. Ist insbesondere P(z) = 0, heil3t z Nullstelle von P.

Satz:
Ist z eine Nullstelle von P, so enthalt P den Faktor X - z.

Beweis:

Polynomdivision: P(X) = S(X)(X-z)+R(X). Der Rest R(X) ist das Nullpolynom oder hat Grad
kleiner as lineare Polynom deg(X-z), ist also konstant. Setze z fur X ein. Dann folgt R(z)=0;
R ist aso das Nullpolynom.

Im allgemeinen ist es sehr schwierig, die Nullstellen eines Polynoms zu bestimmen. Allge-
meine Losungsformeln dafir gibt es nach GALoIS nur bis zum Grad 4, aber sie sind nur bis
zum Grad 2 im Reellen handhabbar. Nicht jedes Polynom mit reellen Koeffizienten hat auch
reelle Nullstellen, z. B. das Polynom X? + 1 |&sst sich nicht al's Produkt linearer Polynome mit
reellen Koeffizienten schreiben. Es gelten aber folgende Aussagen, die hier ohne Bewels an-
gegeben werden:

Satz:
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Es sei P ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Gibt es zwei reelle Zahlen aund b mit
a< b, so dass P(a) und P(b) verschiedene Vorzeichen haben, liegt im Interval [a;b]
mindestens eine Nullstelle von P.

Satz:
Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten und ungeradem Grad hat mindestens eine
reelle Nullstelle.

Satz:
Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten l&sst sich als Produkt linearer und quadrati-
scher Polynome mit reellen Koeffizienten schreiben, wobei man es so einrichten kann,
dass nur die quadratischen Polynome keine reellen Nullstellen haben.

Es gibt jedoch einige Sonderfdlle, in denen Nullstellen auch von Polynomen vom Grad grofier
als 2 im Reellen berechnet werden kdnnen:

Rationale Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen K oeffizienten

Satz:
Essal P(X) = aX" + a1 X" + ... + aX + aymit a ! 0 ein Polynom mit ganzzahligen
K oeffizienten mit rationaler Nullstelle p/g, wobei p, q ganze Zahlen sind und p und q
tellerfremd. Dann wird & von p und &, von q geteilt; insbesondere sind alle rationalen
Nullstellen normierter Polynome mit ganzzahligen K oeffizienten ganzzahlig und teilen
0.

Bewels.
p/qist eine Nullstelle, also

p p
- n
O=a,—+a,,——F*+.ta—+q, X

q q q
O=ap"+a,_p"'q+..+apq +a,q".

pn

Somit ist p als Faktor in den ersten n Summanden enthalten und teilt damit auch a,q". Da p
und g teilerfremd sind, teilt p auch ay. Analog folgt, dass q den Koeffizienten a, teilt.

Beispid:
Das Polynom P(X) = X* = 5X? + X + 1 hat keine rationalen Nullstellen, da P(1) = —2
und P(-1) = -6.

Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen K oeffizienten lassen sich noch durch folgenden
Satz ausschlief3en, der aber noch viele weitere Anwendungen hat:

Satz:
Es sai P ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, und a und b zwei verschiedene
ganze Zahlen. Dann teilt a— b die Zahl P(a) — P(b).

Bewels:
Fur allex, y aus R und alle natirlichen Zahlen k gilt die Identitét
Xy = (=YX X Py Xy Py,
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Hiermit kann man aus P(a) — P(b) den Faktor a— b ausklammern.

Beispiel:
Es sei P ein Polynom mit ganzzahligen Koeffzienten und P(0) = 770 sowie P(2) = 910.
Zeige, dass 5 und 9 keine Nullstellen von P sein kdnnen.

LOsung:

Nach obigem Satz teilt 5 — 2 die Zahl P(5) — P(2). Wére 5 eine Nullstelle, folgte, dass 3 die
Zahl —910 teilt. Das ist ein Widerspruch. Aul3erdem musste 9 — 0 die Zahl P(9) — P(0) teilen,
wenn 9 eine Nullstelle ware. Aber 9 teilt nicht —770 (letztere Aussage folgt auch aus dem ers-
ten Satz).

Reziproke Polynome

Ein Polynom P(X) = a,X" + a.1X™ + ... + ayX + &g heift reziprok, wenn a, = an. fir
dlek=0,1,..,ngilt.

Essei P(X) = aX" + a1 X"t + ... + aX + & reziprokes Polynom von ungeradem Grad n.
Dannist —1 Nullstelle von P, denn es gilt

P-l)=—az+a—t+..—aata = 0.
Man kann also P(X) = (X + 1)S(X) schreiben, wobei S reziprokes Polynom von geradem
Grad ist.
Nun sei P(X) = aX" + a.1X™ + ... + ayX + & reziprokes Polynom von geradem Grad
n=2k. Wegen a = a,* 0 kann P nicht die Nullstelle 0 haben. Essei x Nullstelle. Dann ist

XX+ A XX+ L rax+a=0 YsxK
X + Ao X+ L+ apx K+ agx =0

L etztere Gleichung kann man wegen ay.m=an fir m=0, 1, ..., 2k weiter zusammenfas-
sen:

ao(X< + UX) + a (Xt + UX*Y) + .. + aca(X + 1UX) +a =0

Zur Umformung der letzten Gleichung setzt man zunédchst s, = x™ + /x™ firmT No.
Man kann leicht folgende Beziehungen nachrechnen:

9=2, S1=X+LX, Sm1=(X+LUX)Sn—Snifirml No.
Damit kann man s, fiir dlem1 No in der Form
Sn= (X + 1UX)™ + bpa(X + 1X)™ + ... + by(x + 1/X) + bg
mit ganzzahligen Koeffizienten by, by, ..., bm1 schreiben, wie man leicht mit vollstandiger

Induktion zeigen kann. Setzt man noch u = x + 1/x, kann man die Nullstellenbestimmung
von P auf die Ermittlung der Nullstellen u eines Polynoms vom Grad k zurtickfuhren.

Beispiel:
Bestimme die Nullstellen des Polynoms X> + 3X* — 20X > — 20X? + 3X + 1.
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LOsung:

Das reziproke Polynom ungeraden Grades hat Nullstelle —1. Nach Herausdividieren des Fak-

tors X + 1 bleibt das Polynom X* + 2X® - 22X? + 2X + 1. Fir eine Nullstelle z gilt also
Z+UP+22+12)-22=0U (z+1Uz)*+2(z+1Uz)-24=0

Setze u=z+1/z. Dannist > + 2u—24=(u+ 6)(u—4) = 0, also u = 4 oder u = 6.

Durch Auflésen der quadratischen Gleichungen z2 — uz + 1 = 0 erhdt man schlieflich as

Nullstellen: - 2+4/3, - 2- /3, 3++4/8, 3-8, -1.

4. Satz von Vieta

Essai P(X) = X" + b X" + ... + byX + by normiertes Polynom vom Grad n mit Nullstellen
X1, ..., Xn. Nach Teil 3 enthélt P die Faktoren X —Xg, ..., X —Xp. Teilt man P durch diese Fakto-
ren, bleibt das konstante Polynom mit Wert 1 tbrig, da P und (X — X3)....(X — Xy) beide nor-
miert sind und selben Grad haben. Somit besitzt P auch die Form

P(X) = (X = X7)....(X —Xp).
Durch Ausmultiplizieren ergibt sich daraus (Satz von Vietd):

b1 = X1=Xo — ... — Xn

Pr2=X1Xo + X1X3 + ..o + X1 Xn + oo+ XX F . F Xpe1Xn

bn-3 = — (XaX2X3 + X1X2X4 + ... + Xn.2Xn-1Xn)

h = (=1)"X1X2....Xn

Die Ausdriicke auf den rechten Seiten (nach Weglassen des eventuellen Vorfaktors —1) heif3en
auch elementarsymmetrische Funktionen oder elementarsymmetrische Polynome. Sie haben
zunéchst die Eigenschaft, dass ihr Wert unveréndert bleibt, wenn man die Variablen beliebig
vertauscht (permutiert). Dartiber hinaus l&sst sich sogar jeder durch Addition, Multiplikation
und Skalarmultiplikation aus X1, ..., X, entstandene Ausdruck, der bei Permutation von X, ....,
Xn in sich Gbergeht, mit diesen elementarsymmetrischen Funktionen darstellen:

Aufgabe:
Das Polynom X3— aX?+ bX — ¢ habe die Nullstellen x4, X, und x. Bestimme ein nor-
miertes Polynom dritten Grades mit den Nullstellen x1x2, X1x3 und XzXs.

LOsung:
Nach Satz von VIETA ist zundchst
X1+ Xo+ X3, D=XXo+ XiXz+ XoX3, €= X1XoXa.
Gesuchtes Polynom sei X*- aX?+ bX - g wobei
a = XXo+ XXz + XoX3=b
b = (X1X2)(X1X3) + (X1X2)(X2X3) + (X1X3)(X2X3) = (X1 + X2 + X3)X1XoX3 = &C
g= (X1X2) (X1X3)(X2X3) = €2,
Das gesuchte Polynom lautet also X3 —bX?+ acX — ¢

Aufgabe:
Das Polynom 3X? + aX — 2 (a reeller Parameter) hat die Nullstellen x; und x, mit
6x1 + X2 = 0. Fur welche Werte von aist dies moglich?
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LOsung:

Normierung des Ausgangspolynoms: X? + %X - % Nach Satz von VIETA gilt % =-X; - Xy,

aulerdem gilt nach Voraussetzung x, = — 6x;, woraus sich a = 15x; ergibt. Somit ist 1_a5 eine

Nullstelle des Ausgangspolynoms:
.2
@9 + E xi - g =0.
elsg 315 3
Diese quadratische Gleichung hat die Losungen 5 und 5.

Aufgabe:
L 8se das folgende Glei chungssystem:
X+y+z=0, X°+y?+7°=2, x*+y*+7°=0.

LOsung:
Wir bezeichnen die elementarsymmetrischen Funktionen mit

S1=X+ty+z

S2=Xy +yz+2zX,

S3 = XYyZ.
Durch Vergleichen der Grade der Polynome ergeben sich folgende Ansétze:

X2+ Y2+ 22 = ks 2+ s,

X*+y*+ 728 =ms®+nsis,+ s,
Durch Einsetzen verschiedener Werte fir X, yund z eehdt mank =m=1,1 =-2, n = -3,
p = 3. Somit lautet das Gleichungssystem umgeschrieben auf s;, s, und s3:

s1=0, S$1°—25,=2, $1°—351S,+53=0.
Darausfolgt s; =0, s, = -1 und s3 = 0. Berticksichtigt man die Bedeutungen der elementar-
symmetrischen Funktionen im Satz von VIETA, so mussen X, y und z Nullstellen des Poly-
noms Y- s1Y2+s,Y -s3 = Y3—Y = Y(Y + 1)(Y - 1) sein. Daher gibt es fir (x;y;z) die
Moglichkeiten (-1; 0; 1), (-1;1; 0), (0; -1; 1), (1; -1; 0), (O; 1; -1) und (1; O; -1).

5. Welitere Aufgaben

Zum Themenbereich der Polynome kamen in den letzten Jahren u. a folgende Aufgaben in
der deutschen Mathematikolympiade vor:

1. Berechnen Siedie Zahl
123456785 - 123456787 - 123456788 - 123456796 —
- 123456782 - 123456790 - 123456791 - 123456793,
ohne die Zahlenwerte der beiden Produkte einzeln zu berechnen (34. Olympiade, 3. Stufe,
Klasse 10, Aufgabe 2).

2. Fir jede ganze Zahl n mit n 3 0 sei f, die durch

_ 3 2 n
fa(X) = x° + (n + 3)x* + 2nx 1

fur ale redllen x definierte Funktion. Man ermittle alle digenigen ganzen Zahlen n 3 0O,
fur die gilt: Alle Nullstellen von f, liegen in einem Intervall der Lange 3 (33. Olympiade,
3. Stufe, Klasse 11 - 13, Aufgabe 3B).
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Zur e ementaren Zahlentheorie

1. Grundlagen

Esseiena bl Zundat! 0. Schreibe a| b, in Worten , a teilt b, wenn es eine ganze Zahl n
gibt mit b = an.
Esseienab,cl Zundct 0. Schreibea® b modc,
in Worten ,,akongruent b modulo c*, wenn cla-b.
Hierfiir gelten folgende Regeln (hierin seiena, b, ¢, dT Z und aund b nicht null).
1. abund blc P &, ac und ad P ac+d und ac- d.
2. Gilt dcd und sind aund c teilerfremd, folgt ald.
3. Ausalcfolgtc® 0 mod a.
4. |stdder Rest von c bei Divisiondurch a, soist c® d mod a
5. Sindc'und d Zahlenmit c® ¢'modaund d® d mod a, folgt
ctd® c+d moda, c-d°c-dmoda und cd° c'd moda
Letztere Gleichung gilt wegencd - cd' =c(d - d') + (c- ¢')d' und dad - d und c -c' durch a
teilbar sind.
6. Ist P ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, folgt P(c) © P(c) mod a

Beispiel:
Esgilt 10° —2 mod 4 und 10000001 °© 1 mod 2, aber nicht -5° —10 mod 6.

Aufgabe:
Eine Gleichung a = b kann nicht erfillt sein, wenn man eine natirliche Zahl n finden
kann, fur die nicht gilt: a° b mod n.

Beweis:
Dennausa=bfolgt fir allenT N:a° b mod n.

Das Problem ist hierbei meist, eine geeignete Zahl n zu finden, um die Ungleichheit zu zei-
gen. Kommen z. B. k-te Potenzen fir einen festen Wert von k vor, ist es oft ginstig, die Glei-
chung modulo k? oder 2k? zu betrachten.

Aufgabe:
8007 ist keine Summe von 3 Quadratzahlen.

LOsung:

Untersuche die Gleichung x? + y? + z* = 8007 modulo 8. Wegen (n+8)? © n? mod 8 und
(8-n)>° n® mod 8 braucht man nur die Fallen1 {0;1;2;3;4} zu untersuchen, um alle auftre-
tenden Reste herauszufinden. Hierflr ergibt sich:
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Nun hat 8007 den Rest 7 bei Division durch 8, und es gibt keine Moglichkeit, durch Addition
dreier Reste mit Werten O, 1 und 4 den Rest 7 zu erhalten. Daher ist die Gleichung modulo 8
unmoglich.

Aufgabe:
Fur keinnT N gilt 100 | 9" + 1.

LOsung:
Esist sogar 4[9"+ 1 fur allen N falsch, dennwegen 9° 1 mod 4ist9"+1° 1"+ 1° 2 mod
4, also 9"+ 1 nicht durch 4 teilbar.

2. Satz von EULER-FERMAT

Es seien a und c teilerfremde natiirliche Zahlen, auRerdem n T N. Will man den Rest von &'
bei Division durch ¢ bestimmen und ist n recht grof3, so ist es nitzlich, einen Exponenten m
zu kennen mit a"° 1 mod ¢, denn fir n>mist dann a'° a"a™° a8 ™ mod c. Auf diese Weise
kann man den Exponenten von a oft stark verkleinern und sich die Aufgabe erleichtern. Neh-
men wir einmal an, es gebe einen kleinsten nattirlichen Exponenten m mit 8" °© 1 mod c. Dann
sind alle natlrlichen Exponenten k mit a° 1 mod c Vielfache von m, denn wenn man k mit
Rest durch m dividiert, erhdt mank =tm+r, r <m, aso ist dann
10 do g™ o (d")'d ° a’mod c.

Dam die kleinste nattirliche Zahl ist mit &" © 1 mod ¢, kann dies also nur gelten fur r = 0. Mit
dem Satz von EULER-FERMAT kann man ziemlich leicht ein fur viele Anwendungen gentigend
kleines Vielfaches von m erhalten. Hierzu muss zunéchst noch die sogenannte EuLERsche f -
Funktion eingefthrt werden:

Definition:
Fir gegebenesni N sei f die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlenc mit 1E c £ n.

Beispiel:
f(6) = 2 (namlich die Zahlen 1 und 5).

Satz:
Ist p Primzahl, sogiltf(p) =p- 1.

Beweis:
Diep-1Zahlen1, 1,..., p-1 sind zu p teilerfremd.

Allgemeine Bestimmung der Funktionswerte

Essel n= pi*p%.....p" die Zerlegung der naturlichen Zahl n in Primfaktoren, wobei die Fak-
toren py,..., pr Primzahlen sind und &,..., & natirliche Zahlen. Bestimme f (n), ausgehend von
der Menge {1, 2; ....; n} mit n Elementen. Alle Vielfachen von p; sind nicht teilerfremd zu n,
dies schliefdt genau 1/p; Zahlen aus. Alle Vielfachen von p, sind auch nicht teilerfremd zu n,
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mussen also auch ausgeschlossen werden usw. Hierbel sind offenbar einige Zahlen zuviel
ausgeschlossen worden, némlich z. B. die Vielfachen von pip, einmal zu viel; sie missen aso
n

PP,
zweler Primfaktoren. Die Vielfachen der Produkte dreler Primfaktoren sind zunachst dreimal
ausgeschlossen, dann wieder dreimal eingerechnet worden, miissen also nochmals ausge-
schlossen werden usw. Schlieldich erhdlt man

wieder eingerechnet werden, also Zahlen, ebenso die Vielfachen der anderen Produkte

_ . n n. n n n n (-1)'n _
fn=n- —- ....- —+ + +..+ - -t =
P, P PP PiPs PraPr P1P2P5 P.P5---Py
) gi 1; 16 16
=ngl- —a6l- —x... - —=
P, P, g P g
Beispidl:
_ 14 16 . . _ 10
£(6)= 63- - =9=2; ist p Primzahl, folgt f (p) = pgi- “2-p-1
e 2¢ 3g Pa

Satz von EULER - FERMAT
Es seien a und c teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann gilt a'®® © 1 mod c.

Beweis

Es seien dy, ..., di(g die zu c teilerfremden Zahlen in {1, ..., ¢}. Dann sind auch die Zahlen
ady, ..., adk (¢ teilerfremd zu ¢ und haben paarweise verschiedene Reste bei Division durch c;
denn sind k und m Indices mit ady © ady, mod c, folgt cla(dk — d) und c|dk — dy, und dk = dp,
daaund c teilerfremd sind. Daher haben auch ady, ..., ad (¢ ale moglichen Reste bei Division
durch c, die bei zu c teilerfremden Zahlen auftreten knnen, somit ist

d]_....df © o adl...adf © modc b
dy....c © ° af(c)dl...df © mod ¢ b
cv4d © —1) dy....dr g P

cd @ —1) b

d©° 1 modc.

Beispiel:
Welchen Rest hat 15337°** bei Division durch 6?

LOsung:
15337 ist teilerfremd zu 6, also ist 15337'© © 1 mod 6. Wegen f (6) = 2 ist 153372° 1 mod 6,
also auch 15337°%%° 1 mod 6.

Aufgabe:
Zeige 7[2222%°% + 555572,
Losung:
Esist 2222 ° 3 mod 7, 5555 ° 4 mod 7, weiter ist f (7) =6, 2222° 2mod 6 und 5555° 5
mod 6. Damit folgt
2222°%%° 4 5555722 0 3395 1 422220 35 4 420 2590 O mod 7
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3. Euklidischer Algorithmus

Zur Bestimmung des groften gemeinsamen Teilers zweier nicht negativer ganzer Zahlen zer-
legt man oft diese in Primfaktoren und sieht nach, welche Faktoren bel beiden Zahlen vor-
kommen. Man kann den grofiten gemeinsamen Teiler aber auch ohne Primfaktorzerlegung
bestimmen. Sind a, s und b nicht negative ganze Zahlen mit sb £ a und ist t gemeinsamer
Teiler von aund b, so teilt t auch a - sb und b und umgekehrt, d. h. die grofiten gemeinsamen
Teiler bleiben unveréndert. Durch fortgesetzte Anwendung dieser Reduktion kann man den
allgemeinen Fall auf den Fall, dass eine Zahl die Null ist, zurlckfihren. Der grofite gemein-
same Teiler von aund O ist aber offenbar a firal N.

Beispiel
Esist ggT(525; 231) = ggT(63; 231) = ggT( 231; 63) = ggT(42; 63) = ggT(63; 42) =
= ggT(21; 42) = ggT(21; 0) = 21.

Noch mehr Information erh&lt man mit folgendem erweiterten euklidischen Algorithmus:

Kurzform
525= 1.525+ 0-231 525 1 O
231= 0525+ 1-231 231 O 1
63= 1.525- 2.-231 63 1 -2
42=-3.525+ 7-231 42 -3 7
21= 4.525- 9.231 21 4 -9

0=-11.525+ 25-231 0 -11 2

(62}

Fazit: Zu zwel Zahlen aund b kann man ganzzahlige Vielfache ka und mb bestimmen, so dass
ka+mb = ggT(a; b).

Satz:

Es seien a, n teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann gibt eseine Zahl b1 Z mit
ab°® 1 modn.

Beweis:
1. Moglichkeit: Daaund n teilerfremd sind, gibt es ganzzahlige Vielfache kn und ma mit
kn+tma =ggT(a n) = 1. Dannist aber ma® 1 mod n. Setzealso b =m.

2. Moglichkeit; Nach Satz von EULER-FERMAT ist mitb=a ™ auchab© a™° 1 mod n.

Aufgabe:
Bestimme die kleinste natirliche Zahl, die auf 1986 endet und durch 1987 teilbar ist.

Losung:
Die Zahl hat die Darstellung 10000x + 1986 mit x I No. So ist 1987|10000x+1986, also gibt

eseinn1 N mit 1987n = 10000x + 1986 bzw. 10000x - 1987(n-1) = 1. Mit dem erweiterten
euklidischen Algorithmus erh&lt man x = 214 und n = 1078. Die Zahl lautet 2141986.
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4. Diophantische Gleichungen

Diophantische Gleichungen sind Gleichungen, bel denen die Variablen nattrliche oder ganze
Zahlen sind. Dadurch ergeben sich meist starke Einschrankungen fir die Lésungen, so dass
oft auch eine Gleichung fur mehrere Variablen nur endlich viele Lésungen oder gar keine
Losungen hat, auch wenn dieselbe Gleichung fur reelle Werte sehr viele Losungen hat. Es
gibt viele teils recht komplizierte Lésungsverfahren fir Typen diophantischer Gleichungen,
von denen hier nur die einfachsten vorgestellt werden. Auf die Methode, die Gleichung modu-
lo gewisser Zahlen zu betrachten, um Lésungsmadglichkeiten einzuschranken, wird hier nicht
weiter eingegangen. Das Verfahren mit konjugierten Zahlen steht in Teil 5.

1. Methode
Zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, ganzen Quadratzahlen, ganzen Kubik-
zahlen usw. ist kein weitere ganze Zahl, ganze Quadratzahl, ganze Kubikzahl usw.

Beispiel:
Findeallex,yT Nomit x3+8x*—6x +8=V°.

LOsung:

Esist (x+3)% = x® + 9x% + 27x + 27 > x° + 8x% - 6x + 8 > x° + 6x* + 12x + 8 = (x+2)*, sofern
2x% - 18x > 0 ist. Dies gilt fur x > 9, d. h. fur x > 9 hat die Gleichung keine L6sung. Die Félle
X < 9 kann man durchprobieren und erhélt die Losungen (0;2) und (9;11).

2. Methode:
Ist eine ganze Quadratzahl, Kubikzahl usw. Produkt teilerfremder Zahlen, so sind die Fakto-
ren ebenfalls Quadratzahlen, Kubikzahlen usw.

Beispiel:
Zeige, dass die Gleichung x* + 3 = 4y(y+1) keine ganzzahligen L 6sungen hat.

Losung:
Esist x> = 4y? + 4y - 3 = (2y+3)(2y-1). Die beiden Faktoren auf der rechten Seite sind unge-
rade und teilerfremd, denn jeder gemeinsamer Teiler ist auch gemeinsamer Teiler ihrer Diffe-
renz, namlich 4. Es sei p ein Primfaktor von x. Da 2y+3 und 2y-1 teilerfremd sind, steckt p*in
genau einem der Faktoren. Daher sind 2y+3 und 2y-1 selbst Kubikzahlen:

2y+3=2a’, 2y—-1=b® p &-b’=4
L etztere Gleichung hat keine Ldsungen.

3. Methode (,, Rational e Parametrisierung von Kegel schnittsgleichungen®)

Gegeben sei eine rationale Zahl u t 0. Finde rationale Zahlen x, fir die x* + u Quadrat einer
rationalen Zahl ist. Dies ist offenbar moglich, wenn es rationale Zahlen aund b mit x =a- b
und u = 4ab gibt, denn dann ist X*+ u = (a+b)>. Wegen u* 0 sind auch a und b von Null ver-

schieden. Somitistb= ——  adsox=a- — .
4a 4a

Fazit: Fural Q\{0} und x=a- 413 ist X*+ u Quadrat einer rationalen Zahl. (Dies sind Ub-

rigens auch alle Moglichkeiten, weil manaund b ausx = a-bunda+ b= +x*+u zuriick-
gewinnen kann und dann notwendig u = 4ab gilt).
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Aufgabe:
Es gibt keine natiirliche Zahl n > 1, fiir die n? - n Quadratzahl ist, aber unendlich viele
rationale Zahlen q >1, fiir die g - q Quadratzahl ist.

LOsung:
a) Furalen> 1listn?>n*~n> (n-1)% also Ausschluss nach der ersten Methode.
2
1 1 1
c) Esist - =% - Z_ FurrationadlesaungleéichOund g- = =a- —— ist
) ?-q= a% 2@ . g q- 5 =a- - istd’=g

Quadratzahl. Fira>1istq = % +a+ é >1 Zahl der gewlinschten Form.

5. Konjugierte Zahlen

Esseien a, b rationale Zahlenund d T N, wobei d keine Quadratzahl ist. Dann ist die Darstel-
lung a+b+/d eindeutig, denn firr a+ b\/_ —a'+b'\/_ d mita! aistauchb? b,undfir bt

b gilta-a=(b'- b\/_) aso +/d = P |mW|derspruchzurIrratlonalltatvon\/_ Aus a

+b+/d erhdlt man also eindeutig aund b. Man kann aso definieren:

Definition:
Diezua+ b+/d konjugierte Zahl ist a+ byd = a—b+/d.

Man kann folgende Regeln nachrechnen:

Satz:
Fur Zahlen x und y der oben angegebenen Form gllt
X =X, X+Y=X+Yy, X-y=X-Yy, Xy=xxy, Xx+xI Q
Sind die beiden rationalen Koeffizienten sogar ganzzahlig, ist x +X sogar eine gerade
ganze Zahl.
Aufgabe:
Bestimme alle ganzzahligen/rationalen Ldsungen von (a+ b\/§)4 + (c + d\/§)4 =1++/3
Losung:

Wenn diese Gleichung gilt, dann ist auch die konjugierte Gleichung

@- bv3) +(c- av3) =1- v3
wahr. Hiervon ist aber die rechte Seite negativ, wogegen die linke Seite als Summe reeller
vierter Potenzen nicht negativ sein kann. Somit hat die Gleichung keine rationalen L 6sungen,
also erst recht keine ganzzahligen.
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Aufgabe:
Zeige, dass g(5+@)6°3 ungerade ist (Hierbai bezeichnet [x] die groRte ganze Zahl, die

kleiner oder gleich der rellen Zahl x ist).

Losung:
Nach der obigen Theorie ist (5+ @)60 + (5- \/Z)GO eine gerade ganze Zahl. Weiter ist 0 <

5- /22 <1,asoauch0< (5- \/Z)GO <1, aso
Go+v22"Y = b+v22f +[5- V22| - 1 ungerade, weil (5+v22)" +(5- V22
geradeist.

6. Weitere Aufgaben

Zum Themenbereich der elementaren Zahlentheorie kamen in den letzten Jahren u.a. folgende
Aufgaben in der deutschen Mathematikolympiade vor:

1.

Essadenaund b jeeneder Ziffern 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. Ferner sai z digjenige natlrliche
Zahl, deren Zifferndarstellung im Dezimalsystem ababab lautet. Man beweise, dass jede
S0 zu beschreibende Zahl z durch 481 teilbar ist. (35. Olympiade, 2. Stufe, Klasse 10,
Aufgabe 3)

Man ermittle alle digenigen Paare (X;y) positiver ganzer Zahlen x, y, welche die Glei-
chung 10x3- (2y + 5)x*+ (y-4)x + 76 = 0 erfiillen.

Man ermittle fur jede natUrliche Zahl n die gréfte Zweierpotenz, die ein Teiler der Zahl
g(4+ \/E)” gist. (33. Olympiade, 3. Stufe, Klasse 11 - 13, Aufgabe 6)

Ermitteln Sie alle positiven Zahlen n mit der Eigenschaft, dass die drei Zahlen n+1, n+10
und n+55 einen gemeinsamen Teiler grof3er als 1 haben. (33. Olympiade, 3. Stufe, Klasse
9, Aufgabe 5)

Ist m eine natlirliche Zahl mit m 2 2, so werde eine Zahlenfolge {x,} fir n =0, 1, 2,...
durch die Festsetzungen definiert, dass xo = 0, x; = 1 gelten soll und fir n 3 0 jeweils Xn+2
der Rest (mit O £ Xn+2 < M) sein soll, den Xp+1 + Xy bei Division durch m I&sst. Man unter-
suche, ob zu jeder natiirlichen Zahl m 3 2 eine natiirliche Zahl k 3 1 existiert, mit der die
drei Gleichungen Xo =Xk, X1 = Xk+1 UNd X2 = Xk+2 gelten. (33. Olympiade, 3. Stufe, Klasse
11-13, Aufgabe 3A)

Fir jede positive ganze Zahl n denke man sich nach folgender Vorschrift eine weitere
Zahl n' gebildet:

Aus der Zifferndarstellung von n im Dezimalsystem wird die erste Ziffer weggenommen
und statt dessen hinter die letzte Ziffer angefligt. Dann sei n' die Zahl mit der entstandenen
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Zifferndarstellung (Bei dieser Zifferndarstellung von n' wird auch die Mdglichkeit einer
Anfangsziffer Null zugelassen, wenn ndmlich die zweite Ziffer von n eine Null war).
Untersuchen Sie, ob es durch 7 tellbare Zahlen n gibt, fir die n' = n:7 gilt. Ermitteln Sie,
wenn es solche Zahlen gibt, die kleinste unter ihnen. (33. Olympiade, 3. Stufe, Klasse 10,
Aufgabe 2)

7. Jemand findet die Angabe 23! = 2585201673* 8849* 6640000.
Darin sind auch die zwei durch * angedeuteten unleserlichen Ziffern. Er mochte diese Zif-
fern ermitteln, ohne die Multiplikationen vorzunehmen, die der Definition von 23! ent-
sprechen. Fuhren Sie eine solche Ermittlung durch und begrinden Sie sie. Dabel darf
verwendet werden, dass die angegebenen Ziffern korrekt sind (Hinweis. Fur jede positive
ganze Zahl n wird n! definiert als das Produkt aler positiven ganzen Zahlen von 1 bisn).
33. Olympiade, 4. Stufe, Klasse 10, Aufgabe 4)

Quellenhinweise

Die Ausfuhrungen folgen teilweise den Skripten ,Zur vollsténdigen Induktion an unge-
wohnlichen Beispielen® von Dr. Horst Sewerin sowie ,, Polynome“ und ,, Definitionen und
Sétze aus der Zahlentheorie* von Prof. Arthur Engel, dieim Rahmen der Vorbereitung auf die
Internationale M athematikolympiade verwendet werden.

[1] Karl Strubecker, EinfUhrung in die hdhere Mathematik, Band 1, Oldenbourg-Verlag,
M Unchen 1966
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