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Kreisgeometrie

Einleitung

Viele Kolleginnen und Kollegen verstehen unter Begabtenforderung das Uben
schwieriger Fragestellungen im Sinne der auch sonst in der Mathematik Ublichen
Aufgaben. Solche sollen vor alem zur Vorbereitung zum Bundeswettbewerb und zur
Mathematik-Olympiade dienen. Daneben wird auch gelegentlich Hintergrundtheorie
gelehrt, wie dies etwa in den aufschluldreichen Bandchen des sogenannten Chemnitzer
Kommitees [1] nachzulesen ist.

Ein solches Vorgehen 183t ganz aul3er acht, dal3 in Mathematik gute Schilerinnen und
Schiler von Haus aus Probleme rasch und auch gern lésen. Man férdert sie also in
Dingen, die sie ohnedies gut beherrschen. Hierbel wird versdumt, das Interesse der Schii-
lerinnen und Schuler dahingehend zu nutzen, ihnen weitere Mathematik nahezubringen.
Es bietet sich hierzu vor allem Mathematik an, die heute nicht am Gymnasium und nicht
mehr an der Universitét gelehrt wird, da ihre momentane Forschungsrelevanz gering ist,
die aber doch hinsichtlich der Entwicklungsgeschichte bedeutsam ist, die also heute
immer noch im Sprachgebrauch der Mathematik, im Hintergrund derselben und in der
Vorstellungswelt der Mathematiker présent ist.

Hierlber habe ich wiederholt berichtet, vgl. z. B. Meyer [1] , [2], aber auch [3].

Das Gymnasium Starnberg unterhdlt seit Gber 10 Jahren ein Mathematikseminar, das in
der Regel von ca. 20 Schilern, darunter ca. 50% Méadchen besucht wird. Es findet derzeit
in 2 Gruppen (Unterseminar fur die Klassen 5 mit 8, Oberseminar fur die Klassen 9 bis
13) statt. Man trifft sich im Mittel wochentlich 1 Stunde. Daneben findet einmal jahrlich
im Herbst eine sogenannte Klausurtagung viertagig in Sudtirol statt, in der pro Tag bis zu
8 Stunden Mathematik vorgetragen wird. Am Abend trifft man sich zur Nachbereitung in
kleinen Gruppen.

In der Zeit von November bis Mai befal3t man sich mit Problemldsen hinsichtlich der Ma-
thematik-Olympiade, wie dies auch an anderen Schulen stattfindet. Ab Mai bereitet sich
die Gruppe auf ein Sonderthema vor, das in der genannten Klausurtagung seinen HO-
hepunkt findet.

Fruhere Themen sind z. B.

- klassische Differentialgeometrie (siehe Meyer [1]),
- gphéarische Trigonometrie,

- stereometrische Projektion,

- Einfuhrung in die klassische Zahlentheorie,

- endliche Kérper,

- projektive Geometrie,

- Kryptographie,



- Zufdlszahlen u.a
Sehr haufig werden Aufgaben zu den behandelten Themen in PASCAL programmiert.

Der vorliegende Artikel wird in der Zeit von Mai bis Oktober hinsichtlich der Kapitel 1
bis 2.1 in der Schule vorbehandelt. Ab Kapitel 2.2 ist es Thema der Klausurtagung. Das
Unterseminar befal3t sich vor allem mit dem Zeichnen kreisgeometrischer Probleme. Das
Oberseminar wird im folgenden dargestellt.

1. Der Korper der komplexen Zahlen

1.1 Wasist eine Zahl?

Wilhelm Maak sagte einmal: "Der Mensch hat fir das Zahlen einen 6. Sinn." Er meinte
damit, dal3 selbst Urmenschen zadhlen konnten, man aber auch bei Kleinkindern, die
gerade das Laufen gelernt haben, beobachten kann, dal3 sie sehr wohl bis ca. 5 zéhlen
konnen, ohne die Zahlworte zu kennen.

Fir Pythagoras oder seine Schiler galt: "Allesist Zahl". Sie meinten damit, dal3 sich ales
algebraisch Darstellbare durch Briiche wiedergeben lasse. Bekanntlich hatten sie dann er-
heblich Schwierigkeiten mit der Existenz der Wurzeln bekommen, was wohl der Anlal3
war, dal3 sie sich nur wenig mit der Algebra auseinandersetzten. Wie Mader [1] berichtet,
kannten bereits die Babylonier +/2 auf 6 Nachkommastellen genau, wenngleich man
nicht weil3, wozu sie diese hohe Genauigkeit brauchten.

Heute befalst sich kein Mathematiker mehr mit der Frage, was ist eine Zahl. Man fal3t
diese Frage als eine philosophische auf, die den Mathematiker nicht mehr interessiert. Fir
ihnist die Frage: " Was kann man mit Zahlen machen?" wichtiger geworden.

Spétestens mit den Vorlesungen tber "Moderne Algebra’ (gehalten in den 30er Jahren an
den Universitdten in Gottingen und Hamburg) von Emmy Noether und Emil Artin (vgl.
van der Waerden [1]) gelten gewisse Rechenregeln fur Zahlen as fundamental, die man
in der Struktur des Korpers (siehe das Folgende) zusammenfaldt und so zu der heute als
endgultig angesehenden Definition gelangt:

Definition 1:
Zahlen sind die Elemente eines Kdrpers.

Hinweis:
Es wird verschwiegen, dal? es auch Funktionskdrper gibt.

Die Definition des Korpers wird schrittwei se aufgebaut:

Definition 2:
Eine Menge K zusammen mit einer Verknipfung + schreiben wir als (K,+).
(K,+) hat die Struktur einer Gruppe genau dann, wenn (K,+) erfullt:
G1: Esgilt das Assoziativgesetz a+ (b + ¢) = (a+ b) + c fir alle Elemente a, b, c
ausK.
G2: Esgibt genau ein neutralesElement 0,d. h. a+0 = O+ a = a furaleaausK.



G3: Jedes Element hat ein Inverses, d. h. fir alleaausK gibt esein -aaus K mit
at(-aQ) = (-a+a=0.
(K,+) heif3t abel sche Gruppe, wenn zusétzlich (K,+) erfillt:

G4: FuradleaundbausK gilt: a+b = b+a

Gruppen (K,+) mit der Verknlpfung + werden haufig als additive Gruppen bezeichnet,
Gruppen (K, 4) werden multiplikative Gruppen genannt.

Als Beispiele werden die natlrlichen Zahlen, die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen,
die Spiegelungen, die Bewegungen, die Ahnlichkeitstransformationen, die zentrischen
Strek -kungen u. a. untersucht.

Definition 3:
(K,+, 4) heiflt Korper, wenn
K1: (K,+) und (K, ) abelsche Gruppen sind und das folgende Distributivgesetz gilt:
K2: Fir alea, bund causK gilt: axb+c)=a*b+asc

Hinweis: Auf nicht multiplikative Korper wird nicht hingewiesen.

Definition 4:
Die Wurzel +/a ist die nicht negative Lésung der Gleichung x2 = a firr a3 0.

Zeigt man, dal3 die Wurzeln Elemente eines Korpers sind, so sind sie auch Zahlen.

Satz 1:
Ist K ein Korper, so ist auch K(v/a) : = {x +yva: x,y und aaus K} mit den
VerknUpfungen
(x+yva) + (u+via) = (x+u) + (y+v)/a
(x+yJa) ¢ (u+via) = (xu+yva) + (xv+yu)Wa

ein Korper und damit +/a eine Zahl.
Ist Va kein Element aus K, soist K(+/a ) ein echter Oberkdrper von K.

Auf den Beweis wird hier verzichtet.

Der Unterricht der Klasse 9 gibt vor, dal3 die Menge der Intervallschachtelungen einen
Korper bildet. In Wirklichkeit kann dies vor dem Analysisunterricht nicht gezeigt werden.
Man ist wohl beraten, wenn man schrittweise ab Klasse 6 (bei den Briichen) die Menge A
der reellen Zahlen in den folgenden &guivalenten Formen einfihrt:

Definition 5:
A ist die Menge der Zahlen auf der Zahlengeraden.
A ist die Menge der Dezimalzahlen.
A ist die Menge der Intervallschachtelungen.

Erst im Analysisunterricht (Klasse 11) kann die Aquivalenz dieser drei Definitionen bzw.
der folgende Satz gezeigt werden (leider geschieht dies nicht immer):

Satz 2:



A ist ein Korper.

Mathematische Probleme fuhren hdufig auf Gleichungen, die man zunéchst innerhalb der
flr Korper gultigen Rechengesetze 16st. Hierbei st63t man auch auf Grenzen. So 183 sich
z. B.in A die Gleichung x? = - 1 nicht |6sen, weil bekanntlich jedes Quadrat einer reellen
Zah! nicht negativ ist. Hiermit kommt man zu weiteren Uberlegungen, die auf Carl
Friedrich Gauf3 zuriickgehen.

1.2 Eine erste Darstellung der komplexen Zahlen

Nachdem offenbar die Punkte der Zahlengerade nicht ausreichen, das Problem x* =-1 zu
l6sen, hat man die Idee, es mit den Punkten einer Ebene, dlsomit C: = A ~ A, der
Menge der Paare aus reellen Zahlen (genannt das kartesische Produkt von A mit sich
selbst) zu versuchen. Man nennt C die Menge der komplexen Zahlen, wobel zunachst of -
fen ist, ob es sich hierbel im Sinne von 1.1 um Zahlen handelt, bzw. ob obige Gleichung
hiermit dann lGsbar ist. Die erste Komponente wird Realteil, die zweite Komponente
Imaginéarteil der komplexen Zahl genannt. Esist "klar", dal3 zwei komplexe Zahlen dann
und nur dann gleich sein kénnen, wenn sie in Realteil und Imaginarteil Ubereinstimmen.
Da man Punkte in der Ebene nicht linear anordnen kann, erkennt man, dal3 die komplexen
Zahlen keine Anordnung haben kénnen, sich also zumindest in dieser Eigenschaft von
reellen Zahlen unterscheiden.

Die Schilerinnen und Schiler bestaunen, dal’3 es Mathematiker gegeben hat, die eine
solche Konstruktion so Uberschaut haben, dal3 die genannten Nebenbedingungen alle
erfullbar werden.

Satz 1:

C ist mit den Verkntpfungen

(xgy) + (Ugv): = (x+ugy+v) und

(Xgy) 4 (Uv): = (Xu-yv exv + yu) ein Korper, also handelt es sich bei den
Elementen aus C um Zahlen.

Den Beweis kann man leicht durch Nachrechnen finden.

Die Schilerinnen und Schiller erkennen in der Addition die Vektoraddition und vermuten,
dai3 hinsichtlich der Mulitplikation der Lehrer noch mehr well3.

Es werden im folgenden die Teilmenge aus C betrachtet, deren Elemente sich as (x ¢0)
mit einem reellen x darstellen. Es kann nachgerechnet werden, dal3 sich diese Menge hin-
sichtlich der Korperstruktur wie die Menge der reellen Zahlen verhélt.

Satz 2:
A ist Teilmenge von C.

Es zeigt sich, dal? die Einheit (0 ¢1) (ab jetzt imaginédre Einheit genannt) Lésung der Glei-
chung x®=-1 ist. Damit sind zunéchst alle bisherigen Probleme gelést. Die Schiler fin-
den dann auch von selbst, dal3 damit alle quadratischen Gleichungen mit reellen
Koeffizienten |6sbar sind, sie sind etwas uberrascht, dal3 dies nun auch fir alle
quadratischen Gleichungen mit komplexen Koeffizienten gilt, konnen dies aber



anschlief3end beweisen. Es wird der Inhalt des Hauptsatzes der Algebra ohne Beweis bzw.
das Nichtvorhandensein algemeiner Losungsverfahren (ab Grad 5) mitgeteilt.

1.3 Waeitere Darstellungen komplexer Zahlen

Ein Teil der Schilerinnen und Schiller kennt bereits, wie man die Punkte einer Ebene in
Polarkoordinaten angibt.

Satz 1:
Fur jede komplexe Zahl z= (x ¢y) gilt z= (x ¢gy) = (r; @) mit

020 = r=yx*+y*und a = arctan Y bzw.
X

X =rcosa undy =rsna

Eine weitere Darstellungsform geht auf Gauld zurtick, die die bisher von uns benutzte
Schreibweise stark vereinfacht:

Satz 2:

Fir die komplexen Zahlen gilt

(xgy) = (r;a) = x +yi, wenn man auf die Grol3en x, y und i die KOrpergesetze
formal anwendet und die Gleichung i® = - 1 beriicksichtigt.

Jetzt wissen auch die Schilerinnen und Schiller das Hintergrundwissen des Lehrers hin-
sichtlich der Multiplikation komplexer Zahlen. Das Rechnen ist nun wesentlich leichter
as vorher. Man mul3 sich kaum etwas merken. Aus der Darstellung in Polarkoordinaten
und letzterem ergibt sich eine weitere Form:

Korollar 1 zu Satz 2:
Fir alle komplexen Zahlen gilt mit den bisherigen Vereinbarungen:
(xgy) = (r;a) = x+yi =r(cosa+isna)

Auf die Additionstheoreme der Trigonometrie wird zurtickgefuhrt:

Korollar 2 zu Satz 2:
(r;a)(s;b) =rs(cos(a +b) + isn(a+ b))

(r; a):(s; b) = g(cos(a -b) +isin(a - b))

Mulitplikation und Division komplexer Zahlen lassen sich aso hiermit besonders einfach
ausfuhren.

Satz 3 von Moivre:



Fir jede natiirliche Zahl n und jede komplexe Zahl z = (r; a) gilt
z" =r"(cosna +i>sinna) und

%7 = Vr(cos2 +r]2kp +i ﬂnLnka) fur alle ganzen k.

Die Wurzdl ist dso im Komplexen keine Funktion, weil sie dort mehrdeutig ist. Diese
Aussage ist bekanntermal3en nicht endguiltig, muf3 aber hinsichtlich der Definitionen des
gymnasialen Unterrichts so eingehalten werden. Die Mehrdeutigkeit entsteht dadurch, daf3
der Winkel der Polarkoordinatendarstellung nicht eindeutig angegeben werden kann. Fir
die Beweise wird hier u. a. das Géschenbandchen von Knopp [1] genannt.

Die Schilergruppe bt sich auch in der graphischen Addition und Multiplikation komple-
xer Zahlen bzw. untersucht die n-ten Einheitswurzeln. Sie stellt bereits hier fest, dal3 es
fur die praktische Anwendung sehr gut ist, wenn mehrere Schreibweisen zur Verfligung
stehen, zwischen denen man hinsichtlich Bequemlichkeit hin- und herpendeln kann.

2. Definitionen der Kreisgeometrie

2.1 Axiome

Um die Schilerinnen und Schiler an den Stellenwert einer Axiomatik heranzufihren,
wird zunéchst das ihnen bekannte Axiomensystem der affinen Ebene wiederholt und auf
einige Abzéhlbeweise im Falle endlicher affiner Ebenen durchgeftihrt:

Ausgehend von der Annahme, dal3 eine Gerade mit n Punkten inzidiert, kann gezeigt wer-
den, dai dies alle Geraden tun, dafld durch jeden Punkt n + 1 Geraden gehen und die
Ebene n® Punkteund n®+n Geraden hat.

Die Sprechweise, ein Punkt inzidiert mit einer Geraden, soll natlrlich heif3en, dal3 der
Punkt auf der Geraden liegt. Die Gerade kann man as Menge ihrer Punkte, die auf ihr
liegen, auffassen. Analog werden wir im folgenden jeden Kreis als Menge seiner mit ihm
inzidierenden Punkte betrachten.

Definition 1:
Ein Mengensystem P (genannt Punktmenge) und K (genannt Kreismenge, wobel jeder
Kreis als Menge der mit ihm inzidierenden Punkte betrachtet wird, also jeder Kreis

eine bestimmte Teilmenge aus P ist) mit den folgenden Axiomen heifl3t
Kreisgeometrie oder Miquelgeometrie  oder auch  Mdobiusgeometrie  mit
Beruhrbtschel satz:

K1: Zu drei verschiedenen Punkten gibt es genau einen Kreis, der mit ihnen inzidiert.
K2: Zum Punkt P auf dem Kreis k und einem Punkt Q, der nicht auf k liegt, gibt es

ge- nau einen Kreis |, der durch Q geht und k in P berthrt, d. h. k und | haben
genau P gemeinsam. Haben zwel Kreise genau zwei Punkte gemeinsam, so
sagt man: Sie schneiden sich.

K3: Es existieren 4 Punkte, die nicht auf einem Kreis liegen. Auf jedem Krelis liegt
min- destens ein Punkt.



K4: Schneiden sich von 4 Kreisen jeweils zwel Kreise so, dal3 4 bestimmte (siehe die
Abbildung der nachsten Seite) Schnittpunkte auf einem Kreis liegen, so liegen
auch die anderen 4 Schnittpunkte auf einem Kreis (sogenannter Schlief3ungssatz
von Miquel).
K5: Berthrbiischelsatz: Bertihrt ein Kreis drel Kreise eines Beriihrblschels (das sind
Kreise, die sich aleim selben Punkt bertihren), so gehort er zum Blschel.

Es wird die Analogie zwischen diesen
Axiomen und denen der affinen Ebene
aufgezeigt. Nimmt man die Punkte
einer Kugel as die Punkte und die
ebenen Schnitte einer Kugel, die mehr
as einen Punkt haben, als Geraden, so
ist dies ein  Modél einer
Kreisgeometrie. Es wird erwahnt, dal3
dann die Axiome der Kreisgeometrie,
u. a. der Schlief3ungssatz von Miquel,
beweisbar sind.

Dieses Modell 18/ sich in ein Modell einer Kreisgeometrie in der Anschauungsebene
(Zeichenebene) durch stereographische Projektion Ubertragen:

Wahlt man einen beliebigen Punkt N der Kugel als "Nordpol™ aus, dann kann man jeden
Punkt P der Kugel durch sogenannte stereographische Projektion auf einen Punkt P der N
gegentber liegenden Tangentialebene der Kugel Ubertragen, wobei N, P und P jeweils
einen Projektionsstrahl bilden. Diese Abbildung ist fur alle Punkte ungleich N punkttreu
und inzidenztreu.

Hierbel ist das Bild

- enesKreses, der nicht durch N geht, wiederum ein Kreis (Der Beweisist schwer!),

- enesKreisesdurch N eine Gerade.

- Berthren sich Kreise der Kugel nicht in N, so bertihren sich auch ihre Bilder nicht.

- Sich in N bertihrende Kreise (also solche mit gemeinsamer Kugeltangente) werden
paral- lele Geraden.

- Dem Punkt N der Kugel entspricht kein Punkt der Zeichenebene. Man sagt deshalb
auch: Die Zeichenebene (also die affine Ebene) entspricht der punktierten Kugel
(Riemannku- gel). Der Kugelpunkt N entspricht allen Fernpunkten der affinen
Ebene.

2.2 Kreisdefinition mit Hilfe von Doppel verhéltnissen und anderem

Zunéchst wird Schulstoff wiederholt: Man kann eine Strecke innen und aul3en teilen. Das
Teilungsverhdltnis wird innen durch eine positive Zahl, auf3en durch eine negative Zahl
angegeben. Es gibt die Randfélle fir ein Teilungsverhdltnis O, plus oder minus unendlich.
Bei der harmonischen Teilung wird eine gegebene Strecke innen und aufl3en dem Betrag
nach im gleichen Verhaltnis geteilt. Dieswird im folgenden verallgemeinert:

Definition 1:
* sei ein Symbol.



P: = C E {*} sai die neue Punktmenge.

Hinweis:

Die Menge der komplexen Zahlen entspricht der Zeichenebene, die wiederum dank der
stereographischen Projektion der punktierten Kugel entspricht. Da aber bel der
Punktmenge der Kreisgeometrie auch der "Nordpol” N dabei sein muf3, wird man die
Zeichenebene durch einen unendlich fernen Punkt abschlief3en miissen. Diesem entspricht
das Symbol *.

Definition 2:

Das Doppelverhdltnis DV(....) ist eine Abbildung, die jedem Quadrupel von Punkten
aus P: = C E {*} einen Punkt ausP: = C E {*} nach der folgenden Regel zuordnet,
fals das formale Quadrupel drei oder vier verschiedene Punkte sind:

a) Das Quadrupel sind vier verschiedene Punkte A, B, C, D:

DV(A,B;C,D)= A-CA-D
B-C B-D

Ist bei diesem Quadrupel * beteiligt, so sollen alle Differenzen, die * enthalten, durch
den Zahl 1 ersetzt werden.

b) Besteht das Quadrupel nur aus drei verschiedenen Punkten, so wird definiert:

DV(A,A;CD) = DV(A,B;C,C): = 1;
DV(A,B;AD) = DV(A,B;C,B): = O;
DV(A,B;C,A) = DV(A,B;B,D): = *.

Hinweis:

Man moge beachten, bei b) gibt es keine weiteren Falle. Es wird bei b) zu viel definiert.
Man konnte einige Falle weglassen.

Bei a) gilt z.B. DV(*, B;CD) = E'—E

Leicht beweist man durch Nachrechnen:

Satz 1:
Besteht das Quadrupel aus vier verschiedenen Punkten, so ist das Doppelverhéltnis
stets von 0, 1und * verschieden.

Definition 2:
k = {dleXasP:=C E {*} mit DV(A,B;CX), ein fester Wert aus A E {*}}
heif3t Keisdurch die Punkte A, B und C.
Ein Punkt Paus P: = C E {*} inzidiert mit einem Keis k genau dann, wenn Pl Kk
gilt.
K sai die Menge aller solcher Keise.
DieMenge K1 aler Keise durch * heifdt die Menge der Keise 1. Klasse.
DieMenge K2 aller sonstigen Keise heil%t Menge der Keise 2. Klasse.

Im folgenden wird schrittweise nachgewiesen, dal3 die Struktur (P, K, 1) eine
Kreisgeometrie im Sinne der Axiomevon 2.1 ist.

Offenbar ist K1 erfillt, weil durch je drel Punkte A, B, C ein Keis k festgelegt ist. Als
nachstes zeigt man:



Satz 2.
Die Keise 1. Klasse entsprechen genau den affinen Geraden, also den Kreisen durch *
bzw. N.

Da nicht adle Tellnehmer der Veranstaltung hinreichende Erfahrungen mit
V ektorrechnung haben, mul3 an dieser Stelle erst einmal ein wenig ausgeholt werden:

Wir verwenden im folgenden Bewels je nach Lage der Dinge drel Schreibweisen fur
einen Punkt A der Kreisgeometrie parallel, falls A von * verschieden ist:

1) A ist Punkt einer Ebene, d. h. A= (x&) mitxundy ausA.

2) A ist komplexe Zahl A =x +iy mitxundy ausA.

3) Hinsichtlich der Addition komplexer Zahlen, wie auch der Multiplikation mit einer
reellen Zahl handelt es sich bei A um einen Vektor A mit den Koordinaten x und y
ausA.

Sind die Punkte A, B und C bzw. A, B und X kollinear, d. h. liegen sie auf einer Geraden,
dann mul’ es fir den zum Punkt C bzw. X gehdrigen Vektor eine reelle Zahl ¢ bzw. x so
geben, dal3 gilt:
C=A+c(B-A) bzw. X=A +x(B -A)
Diese Vektorgleichungen gelten fir die komplexen Zahlen A, B und C. Fir sieist aber im
Gegensatz zu den Vektoren eine Division erklart. Deshalb kann man diese Gleichungen
nach ¢ bzw. x aufl6sen:

C-A X-A : . .
c= Bl A bzw. x:a, falls B und A verschieden sind, was aber im folgenden voraus-
gesetzt werden kann.

Beweis zu Satz 2:

1. Bestimmen die Punkte A, B und C eine affine Gerade, so gilt:

DV(AB:CX) = A - C:A- X_A-A-cB- A):A- A-Xx(B-A)_ -c X5 A
B-C B-X B-A-cB-A) B-A-x(B-A) 1-c1l-x

fallsc und x von O und 1 verschieden sind.

Dies kann angenommen werden, da fur O der Punkt C bzw. X mit A und fir 1 mit B zu-

sammenfallen wirde, was ohne Interesse ist.

Also ist jede affine Gerade ein Kels. Da aber jede Gerade der Zeichenebene (affine

Ebene) durch die stereographische Projektion auf einen Kreis der Kugel durch N

Ubergefuhrt wird, liegt auf ihr auch * . Also entspricht jede affine Gerade und damit jeder

Kreisdurch N einem Keis 1. Klasse durch * .

2. Geht man aus von einem Keis 1. Klasse durch die drei verschiedenen Punkte A, B und

C mit DV(A,B;C,X) = DV(A,B;C,* ) ausA E {*}, dannist das DV gleich einer Zahl d

aus A, weil * sich nur ergeben wiirde, wenn der "Fernpunkt" gleich einem der Punkte A

oder B oder C ware, was wiederum ohne Interesse ist. Man hat also

DVABCr) = ATCAT_A-C_y was damit gleichbedeutend ist, daB die
B-C B-* B-C

Punkte A, B und C kollinear sind, also eine affine Gerade festlegen.

Hinweis;



Schilern bereitet dieser Bewels Schwierigkeiten; deshalb ist es wichtig, ihn vorzufihren.
Bel den anderen Beweisen mul3 das durchaus nicht immer sein, wenngleich der Schiler
exemplarisch erfahren soll, dal3 man durch alleiniges Anwenden der Korpergesetze die
Beweise durch Nachrechnen erhdlt. Wie auch an anderer Stelle der mathematischen
Lehre geht es hier durchaus nicht darum, ales und jedes zu beweisen. Viel wichtiger ist,
dem Lernenden einen Uberblick, Fundamentales und Gespir fir das Beweisen zu
vermitteln.

Um das weitere zu verstehen, miissen einige Eigenschaften komplexer Zahlen behandelt
werden:

Definition 3:

Die Abbildung %, die jeder komplexen Zahl X = x + iy die zahl X =x- iy
zuordnet, heift Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl.

N(X): = XX hei}t Norm von X.

S(X): = X +X heifdt Spur von X.

Satz 3:
Die Abbildung % ist involutorisch, d. h. zweimalige Anwendung der Abbildung
bedeu-
tet, dal? alle komplexen Zahlen fix sind, d. h. die zweimalige Anwendung ist die identi-
sche Abbildung.
Die Abbildung % wirkt auf C strukturtreu, d. h. das Bild einer Summe ist die Summe
der Bilder, das Bild eines Produkts ist das Produkt der Bilder.
Esgilt N(X) = x*+y”*aus A und S(X) = 2xaus A, falsX = x+iy ist.
Die Norm ist stets nicht negativ und damit Quadrat einer reellen Zahl.
X = X gilt genau dann, wenn X ausA ist.

Man beweist diesen Satz durch Nachrechnen.

Satz 4:
Die affine Gerade durch A und B hat Punkte X, fur die die folgenden Darstellungen
aquivalent sind:
1) X = A + ¢(B-A) mit komplexem A und B und reellem c.
2) Fir X = (x ¢y) gibt esreelle Zahlen a, b und ¢ mit ax + by + c=0.
3) Fir X = (x ¢y) gibt es eine komplexe Zahl M und eine reelle Zahl d so, dal3
XM + XM +d =0 gilt.

Zum Bewseis:

Die Aquivalenz zwischen 1) und 2) kann durch Eliminieren von ¢ in 1) und umgekehrt
gezeigt werden.

Essei M = m + in. Zur Aquivalenz von 2) und 3) muR man die folgende Kette von links
nach rechts und umgekehrt lesen:

XM + XM +d =SMX)+d = 2(xm - yn)+d = 0 folgt

X(2m) + y(2n) + d = 0 mitredlen 2m, 2n und d und umgekehrt. Letzteresist die
Form 3).

Satz 5:



Die Keise der 2.Klasse sind genau die Kreise um M aus C mit Radius r mit einem
positiven reellenr, also der Form N(X - M) = r?, genannt Normkreise.

Bewels:

1. Ein Punkt X = (x ¢y) liegt nach dem Lehrsatz des Pythagoras genau dann auf dem
Kreisum M = (m ¢n) mit Radiusr , wenn gilt: (x- m)®+(y- n)*=r?

Mit der Normdefinition fir komplexe Zahlen folgt hieraus: Fir X gilt N(X - M) = r2,

2. Damit ist der Satz reduziert auf die Behauptung: Keise der 2.Klasse sind genau die
Normkreise.

a) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dal3 der Normkreis
k ={aleX ausC mit N(X - M) = cfir M aus C und einem positiven reellen c} verschie-
dene Punkte A, B, C und D hat.

Fir die Punkte A und C gilt dannN(A - M) = N(C-M) = ¢ * 0. AlsoistC 1 M. Hier-

auserhdtman: C- M =(A - M)'é'%, well die Abbildung - strukturtreu wirkt.

Esgilt: A-C=(A-M) - (C-M) = (A- M]g:é

Aus den entsprechenden Ausdriicken fir A - D, B - Cund B - D, die ale wegen der Vor-
aussetzungen ungleich null sind, erhélt man:

DV(A,B;C,D)= = A~ =DV(A,B,CD)

B-C' B-D (C- M)B- M)(C- B)D- M)(A- M){D- A)

A-CA-D _(A- M)(C- A)C- M)(B- M)(D- B)(D- M) _A-C _A-
- "~ B-C B-

Ol ol

Letzteres wegen der Strukturtreue der Abbildung — Also ist DV(A,B;C,D) eine reelle
Zahl und damit der Normkreis ein Keis 2.Klasse.

b) k = {ale X aus C mit DV(A,B;C,X) ausA E {*}} sei nun ein Keis2.Klasse, d.h. A, B,
C und X sind von * verschieden. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit kann
angenommen werden, dal? es sich hierbei um 4 verschiedene Punkte handelt, also der DV -
Wert von 0, 1 und * verschieden ist. Dader DV-Wert reell ist, gilt

DV(A,B;C,X) = DV(A,B;C,X) = DV(A,B,CX), d.h.

I—Eeragsfolgt: - S

(A- C)(B- C)(A- X)(B- X)=(A- C)(B- C)(A - X)(B- X)

Setzt man R:=(A - C)(B- C) und beachtet, daR R * 0 ist, so erhdlt man durch Ausmulti-
plizieren:

R(AB- XB- XA +XX)=R(AB- XB- XA +XX)
Wg'ter%f\usngltiplizi_eren_bringt: o -
XX(R- R)- X(AR- BR)- X(BR- AR)+(ABR- ABR)=0 QD

Man beachte, ABR- ABR ist rein imaginar und damit ABR- ABR = :2di mit reellem
d.



ba) Nimmt man nun R- R =0 an, so erhalt man mit M::% aus (1)
[
XM+XM+d=0.Esist M* 0, weil A* B ist. Deshalb handelt es sich hierbei um

eine Gerade. D. i. ein Widerspruch zur Ausgangsannahme. Also gilt

BR- AR _ AR- BR ABR- ABR
- X + — =0

bb) R- R* 0.Aus (1) folgt dann XX - X = had
R-R R-R R-R

Mit M=% ist dies ein Normkreis, wenn man zeigen kann:

ABR- AB

R -

u = MM -

x| >

Ist eine positive reelle Zahl, aso u. a. ungleich null.

Diesist der Falle, wie die folgende Rechnung zeigt:
Mit der Definition von M gilt:

_ BR- AR BR- AR ABR- ABR _
R-R  R-R R-R

_ BRBR- ARRB- ABRR+ARAR- ARBR+ABRR+ABRR- ARBR _
(R- R(R- R)

N(B)+N(A)- S(AB)
€

uist also grofer null und damit eine reelle Zahl, wenn dies fiir N(B)+N(A)- S(AB) gilt.

Essa A=3a +a,i und B=Db, +h,i, dannist

N(B)+N(A)- S(AB) = & +a& +b]+b3- ab,- ab, > (a- b)*+(a,- b,)* > 0, weil

A

= N(R) mit e = (R- R)(R- R) >0

und B verschiedene Punkte sind.

Zusammenfassung:
P = C E {*} sei die Punktmenge.
k = {dleXasP:=C E {*} mit DV(A,B;CX) einfester Wert aus A E {*}}
stellt alle Kreise der Menge K dar.
Enthalt k den besonderen Punkt * | soist k eine affine Gerade XM +XM +d =0 mit
komplexem M ungleich null und reellem d.
Enthdlt k nicht den besonderen Punkt * , so ist k ein Kreis um den Punkt zur
komplexen Zahl M, hat den Radius r und schreibt sich asN(X - M) = r2.
Die Keise sind aso affine Geraden oder Kreise.

Satz 6:
Es gibt stets Kreispaare mit genau einem, genau zwel verschiedenen gemeinsamen
Punk- ten oder keinem gemeinsamen Punkt. Je nachdem spricht man von sich

bertihrenden, sich schneidenden oder sich meldenden Kreisen.



Beweis:

1. DieKreise XM +XM, =0 mit verschiedenen komplexen Zahlen M, ungleich null
haben genau die Punkte O und * gemeinsam.

2. DieKreise XM +XM +d, =0 mit d,* d, haben genau den besonderen Punkt * ge-
meinsam.

3. Die Kreise N(X) = ¢, mit verschiedenen reellen c, haben keinen Punkt gemeinsam,
well N eine Abbildung ist.

Hinweis:

Bis jetzt wurde nur das Axiom K1 der Kreisgeometrie aus 2.1 fur (P, K, 1) gezeigt. Im
folgenden werden Mittel bereit gestellt, die es erlauben werden, die weiteren Axiome viel
eleganter zu zeigen, als diesim Augenblick mdglich wére.

3. Automorphismen auf (P, K, 1)
3.1 Homographien

Definition 1:
Eine Punktabbildung, die Kreise auf Kreise eineindeutig abbildet und inzidenztreu ist,
hei 3 Automorphismus.

Definition 2:
Die durch die folgende Abbildungsgleichung beschriebenen Abbildungen X® X'
heil3en Homographien:

2 xo= SXAT
UX +V

fals UX + V 1 0 ist.

mit X', X,S,T,U,V aus C mit der Determinante d = SV -TU 1 Q,

b) Bezliglich * wird definiert:

X'=* fur X=* und U=0
X'= % fir X=* und Ut O

X'=* fir UX+V=0und U O
H ist die Menge aller Homographien.

Hinweise:

Wegen SV-TU t 0 giltimFall UX+V =0 mit U 1 O stets SX+T * 0.

Die Definition 2 fuhrt zundchst nicht zur vollen Automorphismengruppe der Kreisgeome-
trie.

Satz 1:
H ist eine nicht abelsche Gruppe.



Beweis:
Eswerden zwei Homographiengemdl3 X ® X'® X" miteinander verknlpft.

. @) Essa X ausC und X% = —2X 7t it g =SV, - TU, 10
UX+V,
. . . (
ag) Esssi UX+V,® 0. Dannist X' 1 * und essei X" = —~2X T2
U,X¢+V,
d,=S,V,- T,U, ! 0. Hierausfolgt:
SX+T,
S 1y
o = 2U1X +V, 2 _ SSX+TS, +T,UX+T,V, _
SXHT Ly SUXHTU, +UVX+ VY,
UX+V,
X" = (SS, + LUYX HTS, +T,V) o SX+T "
(SU, +U V)X +(T,U, +V,V,) UX +V
Da gilt

(Slsz + T2U1)(T1U2 + V1V2)' (TlsZ + T2V1)(51U2 + U1V2)2(52V2 - U 2T2)(51V1 - U1T1)a
ist (1) abermals eine Homographie.

ab) Essei U, X+V,=0;wegen d;* O giltdann U, * O; damitist X

I

1

£
c
>
o

bei Nacheinanderausiiben der beiden Homographien ergibt sich X'

X" = * oder i.

2

g

Zu zeigen ist, dal3 (1) angewandt auf X = - % dasselbe Ergebnis liefert.

1

Eine einfache Rechnung mit (1) liefertim Fall U, =0 das Ergebnis X" = *

bzw.imFal U, O dasErgebnis X" = %

2

b) Essai X = *.

ba) U, =0, dann liefert das Nacheinanderaustiben der beiden Homographien X' =*

bzw. imFal U, =0 daraus X" = * oder imFall U,* O daraus X" = %
2

Setztmanfir U, = 0in (1) ein X = * ,sogiltimFal U,=0
U=SU,+UV,=SU,* 0undsomitX* = S =2t LU _ S
U S1U2+U1V2 U2



bb) U;* 0 ist X' = % Wendet man hierauf die zweite Homographie an, so

1

erhdlt man
CC)
S, 0+,
X" = —2  was u.U. * seinkann, fallsder Nenner null ist.
S
u, +V,
U

1

Wendet man in diesem Fall (1) direkt auf X = * an, so erhdlt man nach Definition
der Homographien das Gleiche.

Damit ist gezeigt, dal3 die Verknipfung zweier Homographien wiederum eine Homo-
graphieist.

I1. Daessich bel den Homographien um Abbildungen handelt, gilt automatisch das Asso-

Ziativgesetz.
. , . SX+T ,

1. Zu jeder Homographie mit X¢= X +V’ X'X,ST,UV auss C und der
Determinante d = SV - TU 1t 0 gibt es eine inverse Homographie, weil aus
= SX+T folgt:

UX +V
UXX(+VX(=SX +T. Hierausfolgt

-VX(+T .
X=—— mit(-V)(-S)-TUu=d?* 0, 2

Ixe g MtEVIES) @

fals UX'-S 1 0 ist. Nimmt man an, dies sai nicht der Fall, dann wéreauch -VX'+ T
= = 0 und es wirde gelten X' = %:% und damit d = O im Widerspruch zur
Voraussetzung sein. Also hat jede Homographie eine Umkehrung, da sich auch b) der
Definition 2 fur (2) Gberprifen 1&03t.

V. Das Kommutativgesetz gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt: Esist
X" =iX"=i(X+1) = iX + i, wohingegen
X" = X'+ 1 = iX + 1sicher ein anderes Ergebnis darstellt.

Damit ist gezeigt, dal3 H eine nicht abelsche Gruppeist.

Hinwels. Nicht ale Details dieses "langlichen" Beweises werden im Unterricht
vorgefuhrt, um nicht den Beweisgang langweilig werden zu lassen. Man begnlgt sich
damit, den Hauptfall zu behandeln. Die Einzelheiten kann dann der Schiler in der
vorliegenden Ausarbeitung nachlesen.



Satz 2:
Die Menge AutC ={id, - } ist mit dem Verketten eine abel sche Gruppe.
Verkettet man die Abbildungen aus AutC mit denen aus H , so erhdlt man die erwei-
terte Gruppe H der Homographien.

Der Beweisist trivial.

Satz 3:
Die erweiterten Homographien aus H sind kreistreu, d. h. bilden K auf sich ab.

Beweis:

|. Bei der Abbildung X' = X geht der Normkreis N(X - M) = r? (ber in den
Normkreis N(X - M) = N(X - M) = r? und die affine Gerade XM +XM +d=0
Uber in die affine Gerade XM + XM +d=0. % ist also kreistreu.

o1t Xt = 2T
UX +V .
ist, dannist auch DV(A',B,;,C',D") aus AE {*}.

mit d* 0, so muR man zeigen: Falls DV(A,B;C,D) aus AE {*}

a) Handeltessichbel A, B, C, D um nur drei Punkte, und nimmt man z. B. an, es sei
A = B, dann ist wegen der Umkehrbarkeit der Homographien auch A' = B'. D.h. die
sechs Sonderfélle bei der Definition des Doppelverhdtnisses Ubertragen sich auf die
Bilder.

b) Nunseien A, B, C, D vier verschiedene Punkte, unter denen sich * nicht befindet,
dann gilt:
SA+T SC+T _ (A- C)(SV-TU)

A'-C = =
UA+V UC+V (UA+V)(UC+V)

A.D = SA*T SD+T _(A-D)(SV- TU)
UA+V UD+V (UA+V)(UC+V)

B.c = SB+T SC+T _ (B- Q)(SV-TU) )
UB+V UC+V (UB+V)(UC+V)

B.D = SB+T SD+T _ (B-D)(SV-TU) . hieraus folgt: B

UB+V UD+V (UB+V)(UD+V)’

Ac- CCA- DC_(A-C)(B- D)(UB+V)(UC+V)(UA+V)(UD+V) _
B¢- C¢ B¢- D¢ (UA +V)(UC+V)(UB+V)(UD +V)([B- C)(A- D)

- g;g;%. Das Doppelverhaltnis bleibt also sogar das gleiche.

Hierbei wird vorausgesetzt, dal? alle vorkommenden Nenner von null verschieden sind.



Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dal3 UA +V =0 ist. Dannist

A' = * . Wegen der Eineindeutigkeit der Homographien kann aber dann kein weiterer
Nenner null sein. Nach Definition 2 gilt dann

DV(AB:C.D) = B D (B- D)YSV- TUUB+V)UC+Y) _
77 T B¢- C¢ (UB+V)(UD+V)(B- C)(SV - TU)

- B-olc+V) _ (B-DXC-A) _ pyaB.CD), weil dber die
(B- C)(UD +V) (B- CO)(D- A)
V
-V c-A_S*U _uc+v
Umkehrfunktion folgt A = R und damit gilt: = U

D- A D+\Lj UD+V

c) Fals A, B, C und D vier verschiedene Punkte sind, ist jetzt noch der Fall zu behandeln,
dad * unter diesen Punkten ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird
angenom- men, da3 A = * ist. Nach Definition 2 hat man dann zu unterscheiden:

ca) U = 0: Esistdann A=A"= * und wegen (2) und (3) gilt: DV(A,B;C,D) =

_ B(- DC_ (B- D)(SV- TU)UB+V)(UC+V) _ (B-D)UC+V) _ B-D
"~ B¢ C¢ (UB+V)(UD+V)(B-C)(SV-TU)  (B-C)UD+V) B-C

= DV(A'B:C'\D), weil U = 0 ist.

cb) U1l O: Dannist A' = %

1) Essai (UB + V)(UC +V)(UD +V) * 0. Dann ist keiner der Punkte A', B', C'

oder D' der Punkt * . Esgilt dann:
A'-C'—E- SC+T _SUC+SV-SUC- UT _ SvV-UT 3)
U UC+V U(UC+V) UUC+YV)
A,_D,_§_8D+T_SUD+SV-SUD-UT_ SV- UT @)
U UD+V U(UD +V) U(UD +V)
. (- CC Ac(- D¢
Zusammen mit (1) und (2) folgt: DV(A',B';,C',D’) = ACC :A Sipe
B(- Cc B(- D¢

_ (SV- UT)(UB+V)(UC+V)(B- D)(SV- TUUUD+V) _B-D
" U(UC+V)(B- C)(SV- TU)UB+V)(UD+V)(SV- UT) B-C

= DV(A,B;C,D)

2) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei nun UB +V = 0. Dann ist
(UC+V)(UD+V) t 0; A'-C'und A'- D'habenimmer noch die obenin (3) und



(4) angegebenen Werte. Damit gilt dann:

Ac-CC_UD+V _UD-UB _B-D

A(- D UC+V UC-UB B-C
wegenUB +V = 0.

DV(A'B:C,D) = = DV(A,B:C,D),

Definition 3:
Ist eine Abbildung einer Gruppe durch Vorgabe von genau n Punkten und hierzu n
Bild- punkten eindeutig vorgegeben, so heifd die Gruppe scharf n-transitiv.

Satz 4:
Die Gruppe H ist scharf 3-transitiv.

Zum Beweis. Nach Satz 3 wird einem Kreis genau ein anderer zugeordnet. Da jeder
Kreis (auch die Kreise 2. Art, dann eben unter Einbeziehung von * ) durch genau drei
Punkte vorgegeben ist und hierdurch die GrélRen S, T, U und V der Abbildung bis auf
eine gemeinsame Konstante bestimmt sind, ist H scharf 3-transitiv.

Da man den folgenden Satz mit anlichen Rechnungen beweisen kann, wird ohne Bewels
angegeben:

Satz 5:

Die Homographien X' = j;((::/ mit reellen s, t, u, v und sv - tu* O sind genau
dige- nigen Abbildungen, die die Realachse mit der Gleichung X- X =0
punktweise festlas- sen, aso as Fixpunktkrels haben. Sie bilden eine scharf 3-
transitive Untergruppe von H.

Hinweis: Der folgende Satz wird im Seminar nicht behandelt.

Satz 6:
Die Struktur (P, K, T ) ist eine Miquel ebene mit Beriihrbiischel satz gemaf Definition 1
aus2.1.

Beweis:
1) Schon in 2.2 (nach Definition 2) wird die Gultigkeit von K1 fir Keise, die sich zwi-
schenzeitlich als Kreise und Geraden erwiesen haben, gezeigt.

2) Hat man einen beliebigen Kreis k, einen Punkt P auf ihm und einen Punkt Q auf3erhalb
von k, so gibt es stets eine Homographie, die den Kreis k so abbildet, dal3 P zu * wird,
d.h. das Bild des Kreises eine Gerade k' ist. Q' liegt dann nicht auf g'. Nach dem
Parallelenaxiom gibt es dann genau eine Gerade g' durch Q', die parallel zu k' ist, deren
Urbild g dso k in P bertihrt. Damit ist die Gltigkeit von K2 gezeigt.

3) Der Nachweis von K3 ist durch die Konstruktion der Normkreise und affinen Geraden
Uber dem Korperpaar (C, A) trivial.

4) Pescar [1] hat als erster die folgende Identitét gezeigt, die man nachrechnen kann:



Sind die im folgenden genannten Punkte jeweils paarweise verschieden, so gilt:
DV(D,P,SA) DV(R,B;C,Q) DV(D,R;C,S) DV(P,B;Q,A) = DV(D,B;C,A) DV(P,R;Q,9)
Liegen 5 dieser Quadrupel (innerhalb der Doppelverhéltnisse) auf Kreisen, so sind ihre
Doppelverhéltnisse reell. Damit ist aber auch das 6. Doppelverhdtnis reell und somit
gehdren seine Punkte zu einem Kreis. Wie man leicht zeigen kann, sind aber die
genannten Punkte genau die Schnittpunkte des Schlief3ungssatzes von Miquel. Damit ist
K4 gezeigt.

5) Angenommen drei Kreise aus einem Berthrbtischel mit Bertihrpunkt P werden von ei-
nem weiteren Kreis einzeln bertihrt. Man findet dann eine Homographie, die P nach *
gibt, dso aus dem Berihrbischel eine Paralelenschar macht, von der man ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen kann, dal3 es sich hierbei um die Geraden mit
den Gleichungen

M-M

X-X=0, X - X =N(M)- 5 und X- X =NM)+ handelt.

Dann aber bertihrt der Kreis N(X-M) = N(M) die zweite und dritte Gerade. Da der Kreis
durch X = 0 geht und die beiden anderen Geraden bertihrt werden, gilt S(M) * 0. Esist
Zu zeigen, dal3 der Kreis die erste Gerade neben der Stelle X = 0 ein zweites Md
schneidet.

Wegen X - X =0 ist X = X und somit folgt aus der Kreisgleichung X(X - S(M)) =
0.

Also gibt es einen zweiten Schnittpunkt X = S(M), weil S(M) * 0 vorausgesetzt wur-
de.

M-M

Es konnte aber auch sein, dal3 der zu suchende Kreis die drei Geraden in * berthrt und
nicht zum Bischel gehort. Dann aber schneidet er alle drei Geraden. Das kann nicht sein;
also gibt der Berthrbtischel satz K5.

3.2 Dieinnere Struktur von H

Hinwels:

Der Stil andert sich jetzt dahingehend, dal die gewonnenen Erkenntnisse in der Anschau-
ungsebene eingesetzt werden. Es wird allerdings betont, daf3 im bisherigen Stil alle
Detailsinnerhalb von Korperrechnungen bewiesen werden kénnen.

Spezialfalle der Homographien
1) X' = SX mit S=&S§cosj + isinj) ist eine Drehstreckung (Streckungsfaktor €S
€ um den Ursprung.

2) X' = X + TisteineVerschiebungum T.

3) X' = %:FUr X" = X 1 0 erhdt man hieraus N(X) = 1; also sind genau die

Punkte des Einheitskreises um 0 Fixpunkte dieser Abbildung, die die sogenannte
Inversion am Einheitskreisist:



%:1 dhxx =1 =
X X

1. Der Kathetensatz des Euklid liefert damit die folgende Konstruktion fir das Bild:

Nimmt man einen Urbildpunkt x auf der Realachse, soist X' =

Dreht man die Koordinatenachsen
um den Ursprung, so geht dieser
Spezidfall Uber in die unter 3) an-
gegebene Abbildung.

< 4 X' = %: Man kann sich

X
J : vorstellen, dad diese Abbildung aus
3) und der Abbildung X' = X

zusammengesetzt ist. Letzteres aber
ist eine Spiegelung an der
Realachse.

SX+T _TU-SV_ 1

UX+V U  UX+V
ist, kann man also diese Abbildung wie folgt zusammensetzen:

5) Offenbar giltfuar U * 0. X' = +%. DaTu-Sv 1 0

X ® UX, eine Drehstreckung;
UX ® UX + V, eineVerschiebung;
UX +V ® UX+V, eine Spiegelung an der Realachse;

UX +V

, @ne Spiegelung am Einheitskreis;
Ux +Vv Spieg g

1 o Tu-sv 1
UX +V U Ux+

, eine Drehstreckung;

TU- SV 1 SX+T _TU- SV 1 S :
% ® = % +—, elne Verschiebung.
U UX +V UX +V U Ux+v U

Der Fall U = 0 setzt sich aus einer Drehsteckung und einer Verschiebung zusammen, ist
also einfacher.

Definition 1:
Die Abbildungen aus H heif3en Kreisverwandtschaften.
Jede Kreisverwandtschaft mit genau einem Fixpunktkreis k (also einem Kreis aus Fix -
punkten) heil3t Spiegelung an k.

Die Existenz dieser Spiegelungen regelt der folgende Satz :
Satz 1:

Die Spiegelung S, an dem Kreis k mit der Gleichung XM +XM +d=0 wird
durch



xe="2M-d g S.(*) =* mit TU-SV = N(M) beschrieben.

Hat man einen Kreis k mit der Gleichung N(X-M) = c mit einer positiven reellen
XM +(c- N(M))

Zahl, so wirkt die Spiegelung S, gemald X¢= und S, (M) = *
bzw. S¢(*) = M,wobei TU-SV = c ist.
Beweis:

Da man die angegebenen Werte von TU - SV nachrechnen kann, handelt es sich in
beiden Féllen um Kreisverwandtschaften. Fir X = X' ergibt sich in beiden Fallen, dal3
genau die Punkte von k die Fixpunkte sind; also handelt es sich um Spiegelungen.

Satz 2.
Die Kreisverwandschaften sind Produkte aus héchstens 14 Spiegelungen aus Kreisen
aus K.

Zum Beweis: Es werden Kenntnisse aus der Schulgeometrie berticksichtigt: Jede Drehung
und jede Verschiebung ist Produkt zweier Spiegelungen an Kreisen 1. Art. Die Inversion
am Kreis ist eine Spiegelung. Eine zentrische Streckung ist die Verkettung zweier
Spiegelungen an zwei konzentrischen Kreisen 2. Art um das Streckungszentrum. Die zu
Beginn dieses Kapitels aufgefuhrte Zerlegung einer algemeinen Homographie ergibt
dann die genannte Anzahl von Spiegelungen. Ein exakter Beweis wurde nicht vorgestelt.

Hinweis. Man kann zeigen, dal3 sogar 4 Spiegelungen zur Darstellung einer Homographie
genligen, wenn man die Freiheit der Wahl der betelligten Spiegelungen und die Sétze 4
und 6 berticksichtigt.

Die letzten Ergebnisse kann man auch wie folgt formulieren:

Satz 3:
Zu jedem Kreis gibt es genau eine Spiegelung.
Die Verkettung von Spiegelungen ist stets eine Kreisverwandtschaft (Homographie).

Satz 4:
Die Spiegelungen sind involutorisch, d. h. S = id.

Das Folgende steht am Ende des Schillerseminars und kann deshalb nicht ganz so exakt
wie notig behandelt werden.

Definition 2:
Ein Kreis |, der bei Anwendung einer Kreisverwandtschaft auf sich selbst abgebildet
wird, heif¥ Fixkreis (man unterscheide ihn von einem Fixpunktkreis, dessen Punkte
einzeln fix bleiben, was hier nicht vorausgesetzt wird.).
Ist ein Kreis | Fixkreis bei der Spiegelung S,, so sagt man: "l steht senkrecht auf k"

und umgekehrt. In Zeichen: | * k
Den Schilerinnen und Schilern ist der folgende Satz bekannt:

Satz 5:



Verkettet man die Spiegelungen an drel parallelen Geraden oder an solchen drei Gera-

den, die durch einen Punkt gehen, so ist das Ergebnis eine Spiegelung an einer
Geraden, die entweder parallel zu den gegebenen Geraden ist oder durch deren
Schnittpunkt geht.

Es werden zeichnerisch Kreise untersucht, die genau einen Punkt gemeinsam haben, also
sich in diesem Punkt bertihren. Man findet, dal3 man durch eine Kreisverwandtschaft die-
sen Punkt nach * bringen kann und so das Bertihrbuschel der Kreise in ein Parallelenbi-
schel verwandelt. Also gilt der Satz 5 auch fir Spiegelungen an Kreisen aus einem
Berthrbtschel.

Anschlief3end werden dann sog. elliptische Bischel betrachtet, also die Gesamtheiten von
Kreisen, die genau zwei Punkte gemeinsam haben. Ebenfalls durch eine Kreisverwandt-
schaft wird jeweils einer der Schnittpunkte nach *  transportiert und so das €lliptische
Bischel in ein Geradenbiischel durch einen festen Punkt verwandelt. Also gilt Satz 5 auch
fUr Kreise aus einem elliptischen Biischel.

Die Existenz von hyperbolischen Blischeln kann aber nicht mehr plausibel gemacht wer-
den. Es soll hier nur noch angedeutet werden, wie das alles exakter formuliert werden
kann:

Definition 3:

k und | sind Kreise. Unter (k)" verstent man die Gesamtheit aller Kreise, die auf k
und

| senkrecht stehen.

Man kann zeigen, dai alle Biischelkreise b aus (k,!)" entweder keinen, genau einen oder
genau zwei Kreise gemeinsam haben. Im ersten Fall spricht man von hyperbolischen BU-
scheln, im zweiten Fall von parabolischen Bischeln und im dritten Fall von elliptischen
Bischeln.

Die Zerlegungslange, die im Satz 2 genannt wird, kann bei geschicktem Vorgehen mit
dem folgenden Satz erheblich verkirzt werden:

Satz 6 (Dreispiegelungssatz):
Verkettet man die Spiegelungen an drel Kreisen aus einem Buschel, so ist das Ergebnis
abermals eine Spiegelung aus diesem Bulschel.

Satz 7 (Umkehrung des Dr el spiegelungssat zes):
Ist das Produkt von 4 Spiegelungen die identische Abbildung, so liegen die zu den
Spie- gelungen gehorigen Kreise alle in einem Blschel.

An einem Abend werden gemal3 dem "Unterseminar” anschaulich Konstruktionen in die-
sem Bereich gelibt und die folgenden Aufgaben untersucht:

- Durch welche konkret anzugebene Abbildung kann man gegebene Kreisblischel
vereinfachen?

- Konstruiere zu einem gegebenen Kreis k und einem Punkt P auf ihm und einen Punkt
aul3erhalb einen Kreis, der k in P berdhrt, der k in P senkrecht schneidet.



- Finde zu zwei Kreisen und durch einen Punkt auf3erhalb von ihnen einen Krelis, der auf
den beiden Ausgangskreisen senkrecht steht.

- Gesucht wird ein Krels, der drel gegebene Kreise bertihrt, wenn diese sich paarweise
schneiden.

4. Stellenwert der hier vorgeftihrten Darstellungsarten

4.1. fir die Teilnehmer

Die Schilerinnen und Schiler sind durchaus nicht immer entzlickt, zwischen den ver-
schiedenen Darstellungsarten bei den komplexen Zahlen wie auch bei den Kreisen hin-
und herpendeln zu missen. Zumindest in abendlichen Gesprachen mit einigen kann der
Stellenwert aquivalenter Schreibweisen herausgehoben werden, wenn man die Aufgabe
stellt, mit nur einer Schreibart einen bestimmten Bewels durchzufthren.

4.2 fur die Wissenschaft

Der vorliegende Text ist eine Bearbeitung von Zeitler [1] bzw. Meyer [4]. Viele
Grundsatziberlegungen kommen dabei von Benz [1] bzw. von Gaul3. Der besondere
Stellenwert des vorgelegten Weges besteht darin, dal? er stark verallgemeinerungsfahig
ist, wie bereits Benz im Bereich einiger der in Zeitler [1] vorgefuhrten Eigenschaften
zeigte. Ersetzt man das Korperpaar C, A durch ein Korperpaar L, K, wobei L ein
separabler Erweiterungskérper von K unabhangig von der Korpercharakteristik ist, auch
endlich sein kann, so kann man alle angesprochenen Sétze und weitere mit der hier
vorgefuhrten Methode beweisen bis auf die Umkehrung des Drel spiegelungssatzes, da es
im Falle -1 aus N(L\{ 0} ) 4 Kreise geben kann, die paarweise orthogonal sind. D.h. ist das
Produkt von 4 Spiegelungen die identische Abbildung, so liegen die 4 Kreise, an denen
gespiegelt wird, entweder in einem Buschel oder sie sind paarweise orthogonal. Damit
wird das erste Beispiel konstruiert, in dem die Umkehrung des Dreispiegel ungssatzes
nicht gilt.
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